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lieber positive quadratische Formen. 

(Von Herrn Hermann Minkowski in Königsberg i. Pr.) 



Meine Abhandlung „Sur la th^orie des formes quadratiques ä eoef- 
ficients entiers" *) schliesst mit der Bestimmung des Maasses für einige 
Genera von positiven quadratischen Formen. Das Maass eines Genus ist 
eine Grösse, welche erhalten wird, indem man sämmtliche Klassen des 
Genus abzählt und dabei die einzelnen Klassen in entsprechenden Verhält- 
nissen rechnet, als sie verschiedene Formen besitzen. Ich hatte mich seiner 
Zeit auf die Betrachtung specieller Genera beschränkt. Mittlerweile bin 
ich zu einfachen Ergebnissen für das Maass eines beliebigen Genus gelangt. 
Die schliesslichen Formeln sind zu einem Theile bereits von H. J, Stephen 
Smith veröffentlicht worden **). Das Resultat gewinnt aber ausserordentlich 
an Klarheit und erlangt eine weitergehende Bedeutung, indem man jene Defi- 
nition des Genus zu Grunde legt, von welcher ich in der erwähnten Arbeit aus- 
gegangen bin, und zu welcher auch Herr Poincare geführt worden ist ***). 

Ich setze Formen von fester Variabeinzahl n und von nichtver- 
schwindender Determinante voraus. Dann definire ich: 

(A.) Das Genus einer Form f== 2aij,XiXi, wird gebildet von allen den 

Formen g^ welche denselben Trägheitsindex wie f besitzen, und welche 
mit f für jeden beliebigen Modul iV congruent sind. 

Dabei heisst eine Form g congruent mit f in Bezug auf einen Modul 
A', wenn es möglich ist, aus f mit Hülfe einer linearen Substitution von 
einer Determinante ^fE 1 (mod. iV) eine Form herzuleiten, in welcher sämmt- 
liche Coefficienten für den Modul N dieselben Reste lassen wie die ent- 
sprechenden Coefficienten von g. 



*) Mömoires prösentös ä rAeadömie des Sciences T. XXIX. No. 2. 
**) Proceedings of the Royal Society of London. 1868. 
***) Comptes rendus de TAcadöniie des Sciences i\ Paris. 1882. 1. 

Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 1. 1 



2 Minkowski, über positice quadraiiscke Formkern. 

Die Definition (^.) stellt an die Formen g nur scheinbar unendlich 
viele Anforderungen. In Wirklichkeit gilt der Satz: 

(B,) Eine Form g gehört dann und nur dann dem Genus einer 
Form / an, wenn sie denselben Index J und dieselbe Determinante J wie 
f besitzt und dazu mit f für den Modul 2J congruent ist 

Immer dann, wenn diese Bedingungen erfüllt sind, wird es zugleich 
(nach Sätzen von Smith) möglich sein, die Form / in die Form g mittelst 
solcher linearen Substitutionen von der Determinante 1 fiberzufflhren, in 
denen die Coefficienten rationale Zahlen mit einem zu 2^ relativ primen 
Generalnenner sind. 

Das Genus einer Form f= \a,^[ ist eindeutig bestimmt sobald man 
sein vollständiges System ton Invarianten kennt Dieses System omfasst die 
folgenden Grössen: 

1". Den Index J der Form /. 

^\ Die grössten positiven Theiler der sämmtlichen Unterdeterminanten 
von 1, 2, ... n Reihen des Systemes jual- Diese Theiler mögen der Reihe 
nach mit (/,„ cfi, ... £/..i bezeichnet werden, so dass sich insbesondere 

J = (-l/.rf.-, 
ergiebt 

y\ n— 1 Grössen o,, Oj, ... a._,, welche die Werthe 1 oder 2 haben. 
Und zwar ist ein a^ gleich 1, wenn unter den symmetrischen A- reihigen 
Minoren von Ia,i| sich solche vorfinden, die. vom Theiler rf^^, befreit, 
ungerade ausfallen; gleich 2, wenn das Entgegengesetzte eintritt 

4". Eine Reihe von Einheiten ±1, die Charaktere der Form f. 

In Art IV und Art XI meiner am Anfange citirten Arbeit sind alle 
Bedingungen zusammengestellt denen die Invarianten eines (wirklich existi- 
renden) Genus zu genügen haben. Insbesondere müssen die n Gleichungen 

4j = o,», d^ = olo^^ . . . rf^, = o"op^..o,«, 

stets zu n ganzen Zahlen o,;, o,. ... o..i führen. 

Ich will hier nur von positiven Formen sprechen, also J = voraus- 
setzen. Jede positive Form f lässt eine endliche Anzahl von Transfor- 
mationen von der Determinante 1 in sich zu. Diese Anzahl mag /(/) 
genannt sein. Die Grösse t{f) ist constant für alle Formen der Klasse f\ 
ihr reciproker Werth stellt das Maass der Klasse f vor. 

Das Maass M eines positiven Genus f (= ja^j) ist nun definirt durch 
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eine Summe: 



erstreckt über sämmtliche verschiedenen Formenklassen (p, welche das 
betrachtete Genus aufweist*). 

Mit f(N) will ich bezeichnen, wie viele für einen Modul N incon- 
gruente Substitutionen von einer Determinante ^ 1 (mod. iV) man bilden 
kann, die, auf /"= ja,*! angewandt, die sämmtlichen Reste a,* (mod. N) unge- 
ändert lassen. Gemäss der Definition (A.) wird die Zahl f(N) eine Inva- 
riante des Genus f vorstellen. Den reciproken Werth dieser Zahl wird 
man passend als das Maass des Genus f für den Modul N bezeichnen 
können. 

Diese speciellen Maasse -jtj^ finde ich als die tcesentlichen Factoren 

des Maasses M, 

In Betreff der Zahlen /"(JV) gelten folgende Sätze: 

1". Wenn N sich aus mehreren Primzahlpotenzen zusammensetzt, 
N = n(q% so ist f(N) = HfCg"). 

Für Potenzen einer festen Primzahl q findet man: 

2". Für alle Potenzen q^^ welche die höchste in 

U,«— 1 

2 • 77 (o,) 

h 

enthaltene Potenz von q überschreiten, fällt die Grösse 

n(n-l) ^ 



q ' 



constant aus. Man setze diese Grösse gleich 

0.„-i (n-A)(n~A-H) ^ 

WO q^ die höchste in Tl {Ph '^ ) enthaltene Potenz von q sei. 

h 

Alsdann wird f\q\ im Wesentlichen nur von quadratischen Charakteren des 
Genus f abhängen. (Ferner wird für das zu f adjungirte Genus 

1 oaik 



*) Eisenstein, dieses Journal Band 35. 



4 Viiiiw»r^iit. ttk^r p<mHtt quadratische Formen. 

JSe OUicIiaai^: F ^ =/ V- galten,'' Die Grosse f\q\ bildet so den haupt- 
:i&^^i:^:&«»L F^ccv^r Aller Grössen f(jqy 

mi' ^r^mtf idi fvr iku Maass des Genta f einfach: 



m\ m m m ' 

wo c die Consmnte 

„ r(l).r(|)-r(| ) 

2 «(»-n) H\k)^Vn, etc.) 

bedeutet, und wo das Product der Reihe nach über alle Primzahlen 
9 = 2, 3, 5, 7, ... auszudehnen ist. 

Als Beispiel betrachte man ein positives Genus von (eigentlich) pri- 
mitiven binären Formen von einer Determinante J ^1 (mod. 4). Man hat 
hier « = 2, a^ = 1, Oi = D =^ J. Für jede ungerade Primzahl q, die nicht 
in J aufgeht, ergiebt sich 

q y q 

dagegen für jede Primzahl q aus 2J: 

r\q\ = 2. 

Bedeutet also ,u die Anzahl aller (angeradeii) Primzahlen von J, so kommt 



M = [i-(^)t]' 



^ = 2=^'~^^^-ar)ik^ 



wo m alle positiven und zn 2^ relativ primen Zahlen zu durchlaafen bat. 
Ist ^ >> 1, so besitzt jede Klasse unseres Genus das Maass \. Die Grösse 
M wird dann gleich der halben Klassenanzahl des betrachteten Genus. 
Man gewinnt so ein Resultat, welches mit den DtWcAfe/schen Formeln über- 
einstimmt. 

Ohne mich bei weiteren Beispielen aufzuhalten, will ich nur zeigen, 
dass der Ausdruck (a.) stets einen endlichen Werth besitzt. 

Für jede ungerade Primzahl q, die nicht in D aufgeht, findet man, 
wenn n gerade: 
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mi = (i-f)(i-:^)-(i-5^)-[i-(^)4-], 

und wenn n ungerade: 

ri,i=(i-f)(i-j.)...(i-^> 

Für jede solche Primzahl föUt also die Grösse 



fl •• ^ ■" 



m 

besonders einfach ans. Nun kann man leicht in (a.) diese Grösse als all- 
gemeines Prodnctglied einfahren. Man braucht nur mit der Identität 

i i 

ZU multipliciren , wo Sa* die Summe 1 + -22F + ~32fH — bezeichnet, deren 

Werth in bekannter Weise durch die &*® Bernouilli^che Zahl, B^, ausge- 
drückt ist. Setzt man, wenn n gerade: 

2 



C = {-2) .^l^2'"^«i-2l 



und wenn n ungerade: 

w-3 

c = (-g-J '^i^2'"^«.-i ^HT' 

2 i 2»-« 

2 

lässt man femer 6 die sämmtlichen Primzahlen von 2D durchlaufen, so 
kommt, wenn n^ (mod. 2) : 

fi^ m^ 

(wo die Summation alle positiven und zu 2D relativ primen Zahlen m be- 
trifft), und wenn n^l (mod. 2), so kommt : 

(ß.) M = c.fD.nEQ. 

Diese Ausdrücke sind denen ähnlich, welche Smith angegeben hat, 
und man kann wohl aus der erwähnten Note von Smith die Werthe der 



f) Mtmt*K*€t, tAer poM^üce qmadraiiscke Formen. 

(iripimtti E^ /£r ^n^raAf: Primzahlen c, sowie in einigen speciellen Flllea 
aur;h für dk PrimzaLI c =2 entnehmen. Doch tritt dort nicht die hier ent- 
wickelte eokiäi/rhn Bedeotan^ diesier Grössen zu Tage, und diese gerade ist 
cn. welche «erkennen Übf<. da«» ähnliche Verhältnisse auch für allgemeinere 
Formen b*^«ehen. Vor allem ßillt auf, dass der Ausdruck («.) nichts ent- 
hält:, w;^^ an pontire quadratucrhe Formen gebunden ist. In der That he- 
«iar «ilriiter Actdruck auch fBr alle indefiniten Genera (von nicht zerlegbaren 
/ vcni^^ etn^m endlichen Werth. Indem man nach der liedeutung dieses 
l&'^snifttst ion!0:\it. gelangt man zu einer interessanten P^klärung des Maass- 
begrifie^fc für Jiid^ntte Formen- 

leb will n^K'h einige Sätze in Betreff der Keduction der positiven 
Formen mit l>eliebigen reellen Coefficienten hinzufllgen. Ist diese es ja, 
welche die Mittel giebt. um in jedem einzelnen Falle die Klassen eines 
Genus zu sondern und deren Maass zu berechnen. Ich wende (in etwas 
veränderter Form) diejenige Keductionsmethode an, welche Herr Hermile 
im 40. Hände dieses Journals 8. 302 aufgestellt hat. 

,, In einer gegebenen Klasse von positiven quadratischen Formen 
sollen diejenigen Formen 

n 

f = ^(^ikX.Xi^ 
1 

reducirte liciHseii, welcJic vor allen anderen Formen den kleinsten Werth 
der Verbindung 

ergeben, wo (V eine positive unendlich kleine (iriJsse bezeichnet.'' 

(JemHss dieser l>clinition werden alle reducirten Formen einer Klasse 
in den w Coetlicienten 

tlberoinstimmen. Uor roefticient rin insbesondere wird das Minimum der 
Klasse / vorstellen. 

l>ie ehai'aktoristisehou Bedingungen solcher reducirten Formen rühren 
fllr H =^ 2 von U$(fraH(fe uiul flir h — l\ von Sceher her. Für den Fall » = 4 
habe ich einen diesbezüglichen Satz in den l'omptes rendus vom April 1883 
mitgethoilt, v^Uer Ueweis ist dort, namentlich am Schluss, durch eine Menge 
Uruoktohlor sehr entstelltO F.in weiterer Satz existirt nun tllr den Fall 
ü 5, Ich fasse das Uesultat für alle vier Fülle h = 2^ 3, 4, 5 zusammen. 
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„In diesen Fällen ist eine Form 

1» 

immer und nur dann eine positive und reducirte Form, wenn sie einer Reihe 
von Ungleichungen 



(I.) /"(mi, iwa, ... fwj^a,. 



0=^1, 2, ... ») 



genügt, wo die m^^ je nach den vier Fällen, den folgenden Tabellen gemäss 
zu wählen sind: 



n 
in. 


= 2, 

4-in,-/ 
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1 



m. 


R = 

+ »!(/ 


3, 

-hm,« 
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und wenn femer 



ist." 
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In allen diesen Fällen wird also eine tfermtVesche reducirte Form 
durch eine endliche Anzahl einfacher linearer Ungleichungen definirt 

Genügt eine Form allen Bedingungen (I.), so ist sie entweder selbst 
reducirt, oder lässt sich doch durch eine oder mehrere Substitutionen von 
der Art 

a?. = j^*, a?* = — !^i 

in eine reducirte Form überführen. Jedenfalls stimmen ihre n Hauptcoef- 
ficienten, abgesehen von der Reihenfolge, mit den n Coefficienten a« einer 
ihr äquivalenten reducirten Form ttberein. Nun erkennt man leicht, dass 
den Bedingungen (I.) alle solchen Formen genügen müssen, welche in ihrer 
Klasse den kleinsten Werth der Verbindung 

9tl = Oll+022H Vdnn 
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oder der Verbindung 

oder gewisser ähnlicher Verbindungen 91 ergeben. 

In den Fällen n = 2, 3, 4, 5 liefern sonach die /fen/}f7eschen redu- 

cirten Formen einer Klasse für jede einzelne der Grössen aii+Ö22H h««, 

«11 «22+011 033+---, 0,10^2. ..o«», . . . den kleinsten Werth, welchen diese Grösse 
für Formen der betrachteten Klasse Uberhauj)t annehmen kann. Umgekehrt, 
wenn eine Form von «(=2, 3, 4, 5) Variabein für irgend eine der Ver- 
bindungen 91 einen kleinsten Werth ergiebt, so geht diese Form bei ge- 
eigneter Permutation ihrer Coefficientenreihen in eine HermUe^che reducirte 
Form über; sie liefert also auch für alle anderen Verbindungen 91 einen 
kleinsten Werth. 

Diese Sätze, welche für « = 2 und n = 3 interessante Eigenschaften 
ebener und räumlicher Gitter ausdrücken, scheinen um so bemerkenswerther, 
als sie nicht mehr für grössere Werthc des n gelten. 

Im Allgemeinen ist eine reducirte Form um so eigenthümlicher, in 
je mehr von den Ungleichungen (I.) und (IL) das Gleichheitszeichen statt- 
hat. Es giebt nun positive reducirte Formen /*, für welche - - ^ ~1 
linear unabhängige von den Ungleichungen (I.) und (IL) in Gleichungen 
übergehen, durch die dann die Verhältnisse der -^"t^ Grössen a,^. voll- 
ständig und zwar in rationaler Weise bestimmt sind. Solche reducirten 
Formen mögen Grenzformen heissen. Unter allen Grenzformen, denen die- 
selben Verhältnisse der Coefficienten zukommen, wird es offenbar eine geben, 
deren Coefficienten ganze Zahlen ohne einen gemeinsamen Theiler sind. 
Diese heisse eine primitive Grenzform. 

„Ua die Anzahl der Ungleichungen (L) und (IL) eine beschränkte 
ist, so existirt (fllr n = 2, 3, 4, 5) immer nur eine beschränkte Anzahl von 
primitiven Grenzformen." 

Um dieselben wirklich darzustellen, will ich mit («)^ diejenige qua- 
dratische Form von v Variabein bezeichnen, deren r Ilauptcoefficienten 
sämmtlich gleich a, und deren übrige Coefficienten sämmtlich gleich 1 sind. 

Die Determinante dieser Form ist (a— l)'"\(a — 1 + ^0- ^^^^ fi"^^^ ^^"'^ 
folgende primitive Grenzformen: 

Wenn /i = 2 ist, die Form ^ = (2), = 2(xj+iriX,+ir]) und deren Neben- 
reducirte 2 (x'l — .t, x.>+ o- j). 
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Wenn « = 3 ist, die Form (p = (2)3 und die Nebenreducirten dieser Form. 
Wenn n = 4 ist, die Form (p = (2)4 und deren Nebenreducirten; femer 
die Form tp, welche durch die Substitution 

^h = yh+ »♦, a?4 = 2^4 c* = 1. 2, 3) 

in 

(2),+ (2),+ (2),+ (2), = 2(f,]+yl+yl+yl) 

übergeht, und die Nebenreducirten dieser Form tp. 

Wenn « = 5 ist, die Form (p = (2)5 und deren Nebenreducirten; weiter 
die Form ip, welche durch die Substitution 

^h = yh+ ys^ a?5 = — »4+ ys c* = i. 2, 3, 4) 

in (2)i + (2)i + (2)3 übergeht, und deren Nebenreducirten; endlich die Form Xf 
welche durch 

^h = yh+ (- ly »5 , ^5 = 2^5 CÄ = 1, 2, 3. 4) 

in (4)5 übergeht, und die Nebenreducirten von /. 

Ohne Mühe wird man erkennen, dass die Klassen dieser Grenz- 
formen identisch sind mit den ,Jormes extrimes'^ welche die Herren Korkine 
und Zolotareff in ihren interessanten Aufsätzen im 6. und 11. Bande der 
Mathematischen Annalen eingeführt haben. Es sind darunter positive Formen 
verstanden, welche die Eigenschaft besitzen, dass ihr Minimum abnimmt, 
so oft den Coefficienten unendlich kleine Variationen beigelegt werden, 
welche die Determinante der Form nicht vergrössern. Die nahe Beziehung 
zu diesen „Formen mit grösstem Minimum^' ist für die Reductionsmethode 
von Herrn Hermite charakteristisch. 

Wiesbaden, den 31. Januar 1885. 
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Ueber Eigenschaften der durch Quadraturen alge- 
braischer Functionen darstellbaren Integrale linearer 
nicht homogener Differentialgleichungen. 

(VoD Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 



Uen Gegenstand der vorliegenden Arbeit bildet die Untereuchnng 
der Form derjenigen Integrale linearer nicht liomogener DiflFerentialglei- 
chnngen, welche sich als algebraische Functionen von Logarithmen und 
Abekchen Integralen darstellen lassen, deren Logarithmanden und Inte- 
grationsgrenzen algebraische Functionen der unabhängigen Variabein sind, 
unter der Voraussetzung, dass die reducirte lineare homogene Differential- 
gleichung aus eben diesen Transcendenten algebraisch zusammengesetzte 
Integrale nicht besitzt *}, und soll somit die allgemeine Theorie derjenigen 
Sätze entwickeln, welche ich für specielle Fälle und unter beschränkenden 
Annahmen bereits früher in diesem Journal und in meinen .•Allgemeinen 
Untersuchungen aus der Theorie der Differentialgleichungen" aufgestellt und 
als Verallgemeinerungen der bekannten Abekchen Sätze bezeichnet habe. 

Zunächst mag bemerkt werden, dass man aus jeder homogenen 
linearen Differentialgleichung, deren Integrale theils algebraische Functionen 
theils Transcendenten beliebiger Xatur sein mögen, eine zugehörige nicht 
homogene lineare Differentialgleichung bilden kann, welche eni Integral 
der eben bezeichneten Art, also einen aus Logarithmen und Abekchi^n 
Integralen zusammengesetzten Integralansdruck besitzt: denn hat z. B. die 
homogene Differentialgleichung ein algebraisches Integral w, so leuchtet 
unmittelbar ein. dass. wenn man i/logr, worin r eine beliebige algebraische 
Function von x ist, in die linke Seite der homogenen Differentialgleichung 

^y oder — worauf wir später zurückkommen — nur solche Inte;rrale dieser Art 
hat, för welche die Lo^^arithmanden sowie die Grenzen der Aheiacheu Inte^ale 
rationale Functionen der CoefficieDten der nicht homogenen DifferentialgleiehuDg sind. 
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einsetzt, sich eine algebraische Function von x ergiebt, die wir somit nur 
zur rechten Seite der nicht homogenen linearen Differentialgleichung zu 
machen haben, damit tilogt? ein Integral derselben wird; hat jedoch die 
homogene Differentialgleichung kein algebraisches Integral, und fehlt in 
derselben die abhängige Variable selbst, so wird man stets clogt?, worin 
eine Constante ist, zum Integral der entsprechenden nicht homogenen 
Differentialgleichung machen können — in wiefern diese Annahmen für die 
reducirte Differentialgleichung nothwendig sind, wird die weitere Unter- 
suchung ergeben *). Endlich wird es, bevor wir in die Untersuchung selbst 
eintreten, nicht überflüssig sein hinzuzufügen, dass, ohne weitere Voraus- 
setzung für die Integrale der homogenen Differentialgleichung, das Integral 
der nicht homogenen Differentialgleichung aus beliebigen algebraischen 
Zusammensetzungen von Logarithmen und ^6e/schen Integralen bestehen 
kann, deren Logarithmanden und Integrationsgrenzen wiederum algebraische 
rationale oder irrationale Functionen der Coefficienten der Differentialglei- 
chung sein können; so hat die Differentialgleichung 

dx^ X dx ~x^ "~ X ' 

deren reducirte Differentialgleichung 

dx* X dx x^ 

die particulären Integrale 

Zi = x und Ä2 = a;loga; 

besitzt, selbst das Integral 

SS = x + x(\ogxy] 

femer genügt der Differentialgleichung 

d'z 2(j:-2) dh , 2(2x-5) dz 4(a?-3) 2a?-l 



dx' x(x-\) dx' ' x\x--'i) dx x^x—iy (a?-i)" 

deren reducirte Gleichung die particulären Integrale 

Äi = .T^, j52 = a;Moga;, «3 = a?^log(a;— 1) 
besitzt, das Integral 



*) Geht man bei dem in Rede stehenden Probleme von der bekannten Form der 
Integrale nicht homogener linearer Differeutialgleichungen aus, so erkennt man leicht 
den Zusammenhang mit der in einer früheren Arbeit von mir behandelten Frage von 
der algebraischen Reduction der Integrale von Transcendenten, welche durch Differential- 
gleichungen definirt sind, auf eben diejse Transcendenten. 

2» 
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und endlieh hat die Differentialgleichnng 

^^L± - _ L 

deren redneine dareh die paiticalären Ausdrücke 

»i = x' und 5: = xMogx 

eniilii ist. das Integral 

3 = Ix.logx-rx. 

dessen Bestandtheile nicht rational in den Coefficienren der gegebenen Diffe- 
rentialgleiehnng darstellbar sind. 

Sei also die lineare nicht homogene Differentialgleiehang 

^ ' dir- * dir--- * dx—- * * dx ^ 

g>r^eben. in welcher l'.. 1*., ... 1'.. y algebraische Functionen von x 
bödemen. deren Dennitionsgleichungen wir uns mit Adjnugirung von x als 
irreduenbel vorstellen wollen, und besitze diese Differentialgleichang' ein 
Imezral der Form 

2/ 5. = f"'x. Ivgr:. K.gr. logr^. / Idf. / r.df, ... /''!>£»). 

w.>rin 1' . i\ ... y, alg^rbraische Functionen von $. uud T;, r., c^* #:• 

*.- ... *, algebraische Funciioiicn von x bedeuten, welche letzteren wir uns 
decnir: denken wollen durch die algebraischeu '.Tleichungen 

3. r'* — f'_. X. >*: )',. f r'*~' f, _ X. Y F.. g = '«^ *- - #> 

und 
4." *'- — V;. >. F. F,.f\f -~* y ,- X. F F^.y" =0'^*: - *). 

die mi: Adjungirung der «-Trr»a<jen x, F. ... >\,. y al> irreductibel vorao*- 
geseiz: werden. I^a man nun annehmen darf, dä.^? zwischen den in dem 
Iniezrale 2.\ vork^^-mmeuüen TraiisceLCeLten lkL: vLvn eine algebraische 
iJeziehung stantinde: — weil mai» s«u<: dcii tli: Hülie dieser algebraischen 
Relation reducinen lüiegraiaus-irurk i. v..n weniger Logarithmen und 
.4frWschen Integralen der weiieren L'ii:e.%u«;t.ULg zu «Trcn^ie legen w&rde — 
«*> tV'lg: leicht, dass durch Eiii^tzeii voii 2. :d öie Lnfferennalgleichmng 
^1.' sieh ein in jenen Tr;in>ceiiöeu:eii :«Ieii::v-Le: An^-iruck ergeben mnss: 
denn die succes^ive l^ifferenriariMn v..»n 5. V.titr. isimer wieder nv alge- 
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braische Functionen von x, von jenen Transcendenten und den DiflFerential- 
quotienten dieser, welche die Form haben 



• • • 



1 ^i(0-:d- , • • • Va(8o)^, U- 8. W., 



worin die Ableitungen der f>„ und »^j sieh vermöge der Gleichungen (3.) 
und (4.) bekanntlich wieder als rationale ganze Functionen des (Xa-^iy^^ und 
(A^— 1)*®^ Grades der resp. Grössen ©^ und Sß ausdrücken lassen, und da 
die Existenz der sich durch Einsetzen dieser Ausdrücke in (1.) ergebenden 
algebraischen Relation zwischen jenen Transcendenten ausgeschlossen war, 
so kann die Differentialgleichung durch Einsetzen des Integrales (2.) nur 
eine in diesen Functionen identische Beziehung liefern. Ist dies aber der 
Fall, so ergiebt sich unmittelbar, dass auch alle in der Form 

enthaltenen Ausdrücke, in welchen .<ii, ... ju^^ ^i, ... Va willkürliche Con- 
stanten bedeuten, Integrale der Differentialgleichung (1.) sein werden, weil 
die Differentialquotienten der neuen Transcendenten 

dieselben bleiben wie die der früheren , und das Resultat des Einsetzens 
ein in den Transcendenten identisches sein musste; wir erhalten somit den 
folgenden Satz: 

Wenn einer linearen nicht homogenen Differentialgleichung (1.) ein 
Integral von der Form (2.) genügt, so tc erden auch sämmtliche in der Form 
(5.) enthaltenen Ausdrücke Integrale derselben Differentialgleichung liefern. 

Man sieht übrigens unmittelbar, dass die gemachten Schlüsse unab- 
hängig von der Natur der vorgelegten Differentialgleichung waren, und wir 
können daher den vorigen Satz ganz allgemein so aussprechen: 

Wenn eine algebraische Differentialgleichung 

/'(^>*'-£'--£-) = ^ 

ein Integral von der Form 

Zi == F(a?, logf?i, ...logt?,,y''Firfj?, ...y^'F^rf«) 

besitzt y worin Fi, ... Vs algebraische Functionen von s, und Ti, ... f?^„ 
«1, ... Sg algebraische Functionen von x bedeuten, so vrird auch 
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wenn /«i, ... fi^, Vi^ ... Vg foiUkürliche Constanten sind, der Differentialglei- 
chung genügen *), toenn die im Integrale vorkommenden Transcendenten alge- 
braisch f>on einander unabhängig sind. 

Bildet man nun für die lineare nicht homogene Differentialgleichung 

jZ = Ä-«i = F(x, \ogv,+fx,, ...J^'Vrds+v,, ...) 
[ -F(a?, logt?i, ...y y,ds,...), 

80 wird Z oflFenbar ein Integral der reducirten homogenen Differential- 
gleichung 

sein, und man wird leicht zeigen können, dass, wenn die Function F nicht 
eine aus sämmtlichen Transcendenten 

logt?i, ... logt?^, PVids, ... /'"V^ds 

linear zusammengesetzte Function ist, die homogene Differentialgleichung stets 
ein aus eben diesen Transcendenten algebraisch zusammengesetztes Integral 
besitzt **), während die lineare Zusammensetzung wenigstens für das Integral Z 
die Unabhängigkeit von diesen Transcendenten bedingt, so dass, wenn ange- 
nommen wird, dass die reducirte Differentialgleichung überhaupt kein aus 
diesen Transcendenten algebraisch zusammengesetztes Integral hat, für F 
die lineare Form sich wird ergeben müssen. Stellen wir nämlich die 
Forderung, dass die Differenz (6.) von den in derselben enthaltenen Transcen- 
denten unabhängig sein soll, so muss für willkürliche .Ui, ... Vi... 



*) Wenn man beachtet, dass logr,, ••. / ' F, rf«, ... Integrale der algebraischen 

•-^ 

Differentialgleichungen erster Ordnung 

dz dt. dz „ , N ds. 

t? = — - . ... - — = K ( Ä ) — - • • • 

' dx dx ' dx '^'^ dx ' 

sind, so ergiebt sich der obige Satz auch aus dem allgen^einen, von mir aufgestellten 
Theorem von der Erhaltung der algebraischen Relation zwischen Integralen ver- 
schiedener Differentialgleichungen; siehe „Allg. Untersuchungen". 

**) wie dies auch die oben aufgestellten Beispiele gezeigt haben. 
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sein, also, wenn a2 = /a3 = •• =ri = ^2 = ••• = gesetzt wird, da /u^ will- 
kürlich ist, der Diflferentialquotient 

dffx, logf5,, logt?3, ... / ' V^ds, I V^ds, ...J 

von logf^i unabhängig nnd somit 

(9.) F(^x, logf?i, logf?2, ... pV,ds,p'y^ds, ...) = Plogt?i+() 

sein, worin P und Q im Allgemeinen noch von den anderen Transcendenten 
abhängen; da nun aber nach (6.) 

|P[logf?,+Ai,] + ()!-|Plogr,+ ()i = u,P 

wiederum als Integral der reducirten Differentialgleichung von allen in (9.) 
vorkommenden Transcendenten unabhängig sein muss, so wird P nur alge- 
braisch von X abhängen können, und weil ferner dieselben Schlüsse fUr 
alle im Integrale vorkommenden Transcendenten gelten, so ergiebt sich für 
das durch (2.) dargestellte Integral die Form 

(10.) z, - u\u,\o^f>,-^'-^u^\oz^^'^l],pV,dn^'--^l],f''Y,ds, 

worin ti, «i, ... «i^, f7i, ... U^ algebraische Functionen von x bedeuten. 
Zugleich ist abej leicht zu sehen, dass, weil 

äI = «/'+ «/.;iogf?,-h...+ f/;iogr,+ v\f'\\ds^—v Vaf'v^ds^p,, 

a'/ = w''+ ^;'iogt?,+...+ ti;'iogr^+ r/;y'K, £&+...+ v:p\\ds\p,, 

^(m) ^ W^'"M-wi'">l0gt?i + ...+ ttJ">l0gt?,+ t/J"y^Virf«+--^ 



ist, worin P^, P^? • . . P«. algebraische Functionen von x bedeuten, durch 
Einsetzen dieser Werthe in die Differentialgleichung (1.) 

(«/{->+y,«i[--^>+...+ y„tiOiogf?i+...+(fi^->+y,<^^^ 

...+(t/r+yit/i*---'^+--+i'.t/a)/''nrf^+p = 

folgt, worin P algebraisch aus x zusammengesetzt ist, und somit nach der 
Annahme, dass zwischen den hier vorkommenden Transcendenten eine alge- 
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braische Beziehung überhaupt nicht besteht*), 






i-^+Y,ui-'^+'-+Y^u, = 0, 



sein muss, d. h. es sind die Coefficienten der Transeendenten in dem Integral- 
ausdrucke (10.) algebraische particuläre Integrale der homogenen reducirten 
Differentialgleichung (7.), die auch alle oder zum Theil Constanten sein 
können, in welchem Falle jedoch, wie aus den Gleichungen (A.) hervor- 
geht, y^ = sein muss. 

Es ergiebt sich somit der nachfolgende Satz: 

Hat eine lineare nicht homogene Differentialgleichung ein ans Loga- 
rithmen und Ab eischen Integralen algebraisch zusammengesetztes Integral^ und 
besitzt die reducirte Differentialgleichung kein durch eben diese Transeendenten 
algebraisch ausdrückbares Integral^ so wird das Integral der nicht homogenen 
Differentialgleichung nothwendig eine lineare Function jener Transeendenten 
seiny deren Coefßcienten algebraische Integrale der reducirten Differentialglei- 
chung sind — und ist jenes Integral nicht linear am diesen Transeendenten zu- 
sammengesetzt, so hat die reducirte Differentialgleichung gleichartige Integrale**^ 



*) Es genügt hierzu die Annahme der Nichtexistenz einer linearen Beziehung 
zwischen den Transeendenten mit Coefficienten, welclie aus den u und U und den 
Coefficienten der Differentialglcicliung rational zusammengesetzt sind. 

**) In dem Falle der von Abel behandelten Sätze, welche sich auf Quadraturen, 
d. h. auf die Differentialgleichung erster Ordnung 

dz ___ 

Tx ~ ^ 

beziehen, ist die Bedingung erfüllt, dass die reducirte Differentialgleichung -j— = 

kein aus x und der Quadratur I ydx algebraisch zusammengesetztes Integral besitzt, 

und da alle Integrale der letzteren constant sind — wesshalb auch der Coefficient 
von Ä in der gegebenen Differentialgleichung Null sein muss — so wird, der Zu- 
sammenhang zwischen lydx, Logarithmen und anderen ^6e/schen Integralen ein 

linearer mit constanten Coefficienten sein müssen, der bekannte Satz vom Zusammen- 
hange i46c/schcr Integrale. Aber die Feststellung der Möglichkeit und Form der Inte- 
grale der linearen nicht homogenen Differentialgleichungen beschränkt sich nicht auf 
solche Transeendenten, welche durch Logarithmen und ^6e/sche Integrale darstellbar 
sind; nehmen wir z. B an, es käme in dem Integral Sj der linearen nicht homogenen 
Differentialgleichung 

d^z d"*~^i 

ausser jenen Transeendenten noch die £xponentialfunction e"' vor, worin w eine alge- 
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Es soll nunmehr die Form der algebraischen Functionen 

^9 ^1? ^2? • • • ^gy ^1? ^2^ • • • ^09 ^1? *'2? • • • ^09 *1 ? *2 » • • • *a 



braiBche Function von x bedeutet, Bei also 

(2.) Ä, = f(x, log©,, ... log tJp,y'' V^ds, ...r^'rads, e«'), 

wobei wieder vorausgesetzt wird, dass zwischen den im Integrale vorkommenden 
TranBcendenten keine algebraische Beziehung stattfindet, so sieht man unmittelbar, 
dass, wenn man z^ in (1.) einsetzt, sich eine in den Transcendenten identische Glei- 
chung ergeben muss, und dass daher der Differentialgleichung (1.) auch genügt wird, 
wenn in (2.) e^ durch vc«' ersetzt wird, weil die Differentialquotienten immer wieder 
nur ve"" liefern, und das Resultat des Einsetzens von der Transcendenten unabhängig 
ist. Bezeichnet man nun das sich so ergebende Integral mit ;&„ so dass 

(3.) Ä, == F(x,\ogv^j... logv^, /''V^ds, ... /'''Vad8,ve*^^ 

ist, so wird; da «i — s, ein Integral der reducirten homogenen Differentialgleichung 
darstellt, unter der Voraussetzung, dass dieselbe kein durch eben diese Logarithmen 
und Abelsdben Integrale algebraisch ausdrückbares Integral besitzt, in welches auch 
die Exponentialfunction e*° algebraisch eintritt, z^ — z^ eine von dieser Exponential- 
fuDCtion freie Function sein, und somit 



V 



dPfx, logr,, ... / Vids, ... ve'A dF(x, logCj, ... / ' F, d«, ... c«*) 



d(ve"') d{e^) 

identisch in der in dieser Gleichung vorkommenden Transcendenten e^ werden. Setzt 

man nun e*^ = 1 und führt eine abgekürzte Functionalbezeichnung ein, so folgt für 

ein beliebiges v 

dF(v\ 
'^ ^ = ^ oder F(y) = ^llog v + A^ 

worin M und A^ von v unabhängig sind, also 

F(c«') = MfT-f AT, 

und wir schliessen somit, dass eine Exponentialgrösse e^ in dem Integrale s, überhaupt 
nicht torkommen kann, wenn die reducirte Differentialgleichung kein aus Ab eischen Inte-- 
gralen und Exponentialgrössen algebraisch zusammengesetztes Integral besitzt; es ist nicht 
unwesentlich hinzuzufügen, dass die für die Form des Integrales (2.) gemachte An- 
nahme, dass zwischen den Logarithmen, den Abelschen Integralen und der Expo- 
nentialgrösse keine algebraische Beziehung stattfinde, unnöthig war, da bekanntlich 
(siehe meine „Allg. Untersuchungen '^ S. 52) zwischen Abelsehen Integralen und Expo- 
nentialgrössen algebraische Relationen nie bestehen können. Endlich kann man auch 
noch diesen Satz, wenn man die in § 6 meiner ^Allg. Untersuchungen" durchgeführten 
Auseinandersetzungen zu Hülfe nimmt, wie man ohne Mühe sieht, zu dem folgenden 
allgemeinen Theoreme erweitern: 

In das Integral einer linearen nicht homogenen Differentialgleichung können nie 
ausser Logarithmen und Ab eischen Integralen nur noch Transcendenten eintreten, welche 
Differentialgleichungen erster Ordnung genügen, deren allgemeines Integral eine solche 
algebraische Function eines particulären Integrales und einer willkürlichen Constanten ist, 
welche die unabhängige Variable nicht enthält — also auch nie nur noch solche analy- 
tische Functionen, welche ein Additionstheorem besitzen — vorausgesetzt, dass die reducirte 
homogene Differentialgleichung kein nur aus Ab eischen Integralen und eben solchen 
Transcendenten algebraisch zusammengesetztes Integral besitzt. 
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und die Eigenschaft der von s abhängigen algebraischen Functionen 

genauer untersucht werden. 

Bekanntlich kann man nach einem von Abel angegebenen Verfahren 
eine beliebige Anzahl willkürlicher algebraischer Functionen stets rational 
durch eine einzige algebraische Function und die Coefficienten der diese 
Functionen definirenden algebraischen Gleichungen ausdrücken; ich gehe 
aber an dieser Stelle mit Bezug auf unser vorliegendes Problem ein wenig 
näher auf dieses Verfahren ein, um einige Bemerkungen über den Grad 
der die Hülfsfunction definirenden algebraischen Gleichung daran zu knüpfen, 
die ich nachher brauchen werde. Bezeichnen 'wir die in den von s alge- 
braisch abhängenden Functionen Fi, V^^ . . . F^ vorkommenden algebraischen 
Irrationalitäten mit fOi(s)^ t^aW, ... «^«(0? ^^ ^^^^^ ^a eine rationale Func- 
tion von s und Wa(8) darstellt, und seien ti„, t?«, U,,, »„, «^«(O? worin 
f/o = u sein soll, Lösungen der resp. Gleichungen 

w'M- fia(x, Y,, ... y«, y)u^^' +•••+ A,a(^, ^1, ... Y^,y) = 0, 

f>'"+ (firXx, y„ ... Y^^yy^^' +•••+ (p,^a(x, Kl, ... Y^,y) = 0, 

(11.) l/^^+^iaCx, r^,... Y^,y)U'^^'' +... + 0^^^(a:, },,... Y^,y) = 0, 

/"+ V'ia(^, ^1,.-. Y^,y)8'^-' +...+ ifJ^^X^, Fl,... y«,y) = 0, 

von denen wir annehmen, dass sie mit Adjungirung der Grössen or, yi, ... y«, y 
irreductibel sind, so bildet man bekanntlich mit willkürlichen constanten Coef- 
ficienten den in jenen algebraischen Functionen linearen Ausdruck 

Q ^ a n n 

(12.) /i = 2:sas^s+ 2:e)b,^f^s + 2:sAsUa + 2:^cs8,^ + 2;,^dAWs(8;^), 

1 l l 1 

und bestimmt die algebraische Gleichung in /, von welcher /i eine Lösung ist ; 
um letzteres zu thun, werden wir entweder aus den Gleichungen (11.) und (12.) 
die sämmtlichen Grössen u^, t?^, Us, s^, t^cK^^O eliminiren oder die Gleichungen 
(11.) für eine gemeinsame Unbekannte sämmtlich mit einander multipliciren, 
in die rechte Seite von (12.) statt der Grössen u,), vs^ U,), s,)^ ?^c)(*.0 alle mög- 
lichen Permutationen aller Lösungen der soeben erhaltenen Gesammtglei- 
chung substituiren und die so entstehenden <-Werthe zu Lösungen einer 
algebraischen Gleichung machen, deren Coefficienten sich dann bekanntlich 
rational aus den Coefficienten der Gesamnitgleichung, also auch der Glei- 
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chnngen (11.) ausdrucken lasBen. Bildet man nnn mit denselben Grössen 
^S9 ^S9 Us, ssf ws(s;i) eine neue lineare Function mit anderen willkürlichen 
Constanten Coef&cienten, so wird der neue Ausdruck eine ähnliche Function 
(im Lagrange^chen Sinne) zu dem früheren fi- Ausdrucke sein, und sich 
somit bekanntlich rational durch ti und die Coefficienten der Gesammtglei- 
chung, also auch diejenigen der Gleichungen (11.) ausdrücken lassen, so dass, 
wenn wir 2p + 3a4-l solcher in den ii^, vs, Us, «<$, itj («a) - Grössen linearen 
Ausdrücke, welche sämmtlich rationale Functionen von t^ sind, gebildet 
haben, diese algebraischen Functionen «i^, vs, Us^ s^, w;i(ss) selbst sämmt- 
lich mit Hülfe der Coefficienten der Gleichungen (11.), d. h. mit Hülfe der 
Grössen ar, Fi, . . . y^, y rational durch <i ausdrückbar sind in der Form 

(13.) ti, = a^(0, f>s=^hs(t,l Us^^sO.l *cy=c,(0, «>^(^^) = ba(0. 

Aus der Bildungsweise der /-Gleichung geht unmittelbar hervor, 
dass unter den Lösungen derselben jedenfalls solche vorhanden sein werden, 
welche einer willkürlichen Combination aller Lösungen der Gleichungen 
(11.) entsprechen werden, so dass man diese Combination der Lösungen 
erhalten wird, wenn man in (13.) statt t^ die betreffende ^Lö8ung einsetzt, 
da flir jede Lösungencombination der Gleichungen (11.) der oben beschriebene 
Eliminationsprocess derselbe bleibt, und es werden jedenfalls im Allgemeinen 
auch noch andere f-Lösungen existiren, wenn die zweite oben angegebene 
Art der Herstellung der f-Gleichung gewählt wird, indem in diesem Falle 
noch die Combinationen der einzelnen Lösungen der w, t?, . . . -Gleichungen 
selbst hinzutreten. Sei nun die mit Adjungiruug der Grössen x, ^i, . . . y«, 
y irreductible Theilgleichung dieser f- Gleichung, welche die durch den 
Ausdruck (12.) definirte Lösung ti besitzt, 

(14) F + co,(x, y„... y^,j,)//>-i + ... + «>,(a:, F,,... Y^,y) = 0, 

so werden den Lösungen /i, fj» • • • tp derselben die p Combinationen der 
Lösungen der Einzelgleichungen des Systemes (11.) entsprechen 

(15.) { '^'^<^ = ci,(/,), ^^^t^. = b,(0, ^^^f^<^=2t,(0, ^^>^a=c,(0, ^^WO=b,(0, 

/^-%=a,(0, (p-%=b,(0, ^^-^^f^.=2t^(a ^^-% = c,(g, ^^-^W^.) = b,(0, 

und Lösungen der resp. Einzelgleichungen werden es sein, weil die ver- 
schiedenen f-Werthe durch geschlossene Umläufe von x erlangt werden, 

3* 
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wie sogleich näher ansgeführt werden wird: aber es werden im Allgemeinen 
nicht alle Lösungen der einen Gleichnng mit allen Lösongen der anderen 
Gleicfanngen des Svstemes (11.) verbonden vorkommen. Wir können das- 
selbe noch anders aussprechen und werden dadurch die einzelnen der 
Gleichung (14.) entsprechenden Combinationen der m, t, L\ $, ir-Grössen 
deutlicher hervortreten lassen. Bekanntlich ist es für die Irrednctibilität 
einer algebraischen Gleichung nothwendig und hinreichend, dass man von 
einem beliebigen Werthe der Function ausgehend durch geschlossene Um- 
läufe der unabhängigen Variabein, welche die Coefficienten der Gleichung 
unverändert lassen, ohne durch mehrfache Punkte der Function zu gehen, 
zu jedem Werthe dieser Function gelangen kann, oder dass die die alge- 
braische Function darstellende Riemann^he Fläche so beschaffen ist. dass 
alle ihre Blätter in Verzweigungsschnitten zusammenhängen; auf Grund 
dieser Eigenschaft der Irrednctibilität einer algebraischen Gleichnng können 
wir die oben durch die Lösungen der /-Gleichung bestimmten Combinationen 
der algebraischen Functionen (11.) so definiren, dass es diejenigen Zusammen^ 
Stellungen sind, welche aus der zur Definition ton /, gewühlten hervorgehen, 
wenn x alle solche geschlossenen, die mehrfachen Punkte der Gleichung (14.) 
t ermeidenden Umläufe macht, welche bei Zurückführuny ton Fj, Fj, ... K«, y 
iu ihren ursprünglichen Werthen /j successite in alle Lösungen der irre- 
ductibeln Gleichung (14.) überführen *). Wählen wir zur Erläuterung der 
eben gemachten Auseinandersetzungen, welche fUr das Folgende durchaus 
wesentlich sind, das nachstehende Beispiel, in welchem die durch die 
Gleichungen 

(16.) w^ = X und r* = X 

definirten algebraischen Functionen durch eine HUlfsfnnction rational aus- 
gedruckt werden sollen. Setzt man 

(17.) / = au+bt 



^) E» braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass der Grad p der irreduetibeln 
/•Gleichung jedenfalls nicht kleiner sein kann als der höchste Grad der irreduetibeln 
algebraischen Gleichungen, welche die einzelnen algebraischen Functionen u^ t, ... 
definiren; denn da z. B. ti, = a/^) iBt, so werden die durch geschlossene Umläufe 
von X, welche /, in /,, /,, ... ip verwandeln, sich ergebenden Werthe ii,, ... Up mit 
u, zusammen sich zu einer Gleichung p'^ Grades zusammensetzen lassen, deren Coef- 
ficienten wiederum rational aus x^ Y^^ . . . Ym, y gebildet sind, und da diese nicht 
von niedrigerem Grade sein darf als diejenig,e irreductible Gleichung ihn besitzt, 
welche ti, definirt, so wird der Grad der letzteren mindestens p sein müssen, und 
dasselbe gilt von den anderen in Frage kommenden algebraischen Functionen. 



V 
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und eliminirt u und c zwischen (16.) und (17.), so folgt für t die Gleichung 

(18.) f^4a'xf+2x(3a*X''by*''4a'x\a*x+U')e+(a*x'''b'xy = 0; 

verbindet man dagegen die beiden Gleichungen (16.) zu einer Gleichung, 
welche also die Form hat 

(19.) {X'-xXX*-x) = Jf^-xA*-a:r + x' = 
und die Lösungen 

Xi = ]/x, Xi^ — l/x, -X3 = Var, X4=^]/xy X$==i}/x, XG = '-i}/x 

besitzt, so wird man, wenn 

t = aXa + bXß 

gesetzt und nun durch Vertauschung aller Lösungen die Gleichung in t 
gebildet wird, eine Gleichung vom 30. Grade erhalten, welche, wie man 
sofort einsieht, einerseits das Polynom (18.), andrerseits dasselbe Polynom 
mit einer Vertauschung von a und b enthält — woraus sich der Grad 16 
ergiebt — ferner die Gleichung einschliesst, welche die /-Werthe 

/= a^x--b}'x^ 

t^z—aVx+b^x 

liefert, somit den Factor zweiten Grades 

e-^(a-byx, 

und endlich den Factor zwölften Grades, welcher die der zweiten Gleichung 
(16.) entsprechenden Lösungen 

/= (a + ib)}fx, /= (a-'b^ix, <= (a-ib)ix, 

t= (ai+b)yx, t= (ai-b)}fx, t= (a'-b)i}fx, 

t = (-0+6) fe, t = (^a+ib)'^x, t = (-a-fft)}/^, 

< =(-af+6)fe, / =(-a+6)«Yx, t = (-af-6)fe 

besitzt. Aber auch die oben aufgestellte Gleichung achten Grades wird 
noch nicht irreductibel sein mit Adjungirung der Grösse x; denn man sieht 
sogleich, dass, wenn man 

t^ = a^x + b^x 

setzt, worin ]/x und }/x je eine Lösung der Gleichungen (16.) vorstellen, 
durch geschlossene Umläufe von x, welche mehrfache Punkte — hier den 
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Nullpunkt allein — nicht treflfen, nur die vier Werthe resultiren 

_ 4_ 

_ 4_ 

_ 4 _ 

_ 4_ 

und sich somit die Gleichung (18.) in zwei irreductible Factoren vom 
vierten Grade wird zerlegen lassen müssen. In der That kann diese Glei- 
chung in der Form dargestellt werden 

(20.) [<*-2aW-4a6'xH(aV~6'a?)][<*-2flW^+4a6'ar/+(aV~6*x)^ = 0, 

worin das zweite Polynom den vier f-Werthen 

_ 4__ 

/5 = -aj'a?+ b]'x, 

_ 4_ 

/,, = a^^x+ib]^x, 

_ 4_ 

/; = — al>— b\'x^ 

_ 4 _ 

^8 = ö 1^0? — ib 1' .r 

entspricht, und es wird somit der irreductible Factor 

e-2a'xe-Aab'xt+{a'x'-b'x) = 0*) 

seinen vier Lösungen von allen möglichen acht Combinatiouen der ti und 
f>- Werthe der Gleichungen (16.) nur vier Combinatiouen zuordnen. 

Nachdem die durch die Gleichungen (15.) getroffene Zuordnung der 
Lösungen der irreductibeln ^-Gleichung (14.) und der Werthe der einzelnen 
algebraischen Functionen «/, t?, V^ «, fr(«) erläutert worden, kehren wir 
wiederum zu dem Integralausdrucke (10.) der gegebenen nicht homogenen 
Differentialgleichung (1.) zurtick, indem wir uns die in demselben vor- 
kommenden algebraischen Functionen durch die rationalen Functionen (13.) 
von ti ersetzt denken. Es ist unmittelbar ersichtlich, dass unter den oben 
gemachten Voraussetzungen und der daraus gezogenen Folgerung, dass die 
II- und [/-Functionen algebraische Integrale der reducirten Ihiearen Diffe- 
rentialgleichung sein mtissen, die Differentialgleichung durch Einsetzen dieser 



*) dass dieser Factor irreductibel ist, folgt daraus, dass mau durch geschlossene 
Umläufe, welche mehrfache Puukte nicht durchschneiden, zu den vier Losungen des- 
selben gelangen kann. 
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Werthe in eine gleich Null gesetzte ganze Function von t^ übergeht, deren 
Coefficienten rationale Functionen von x^ l^i, ... Ym, y sind, da die DiflFerential- 
qnotienten einer algebraischen Function stets wieder ganze Functionen eben 
dieser algebraischen Function sind. Fassen wir den so entstehenden Aus- 
druck als eine Gleichung in / auf, welche durch t=tx befriedigt wird, so 
folgt nach einem bekannten Satze, dass alle Lösungen der gleichartigen 
irreductibeln Gleichung (14.) jenen Ausdruck identisch zu Null machen 
müssen, indem die Coefficienten der Transcendenten, welche rationale Func- 
tionen von /i sind und identisch verschwinden mussten, auch wiederum Null 
werden müssen für tj, <3, ... Ip, oder was, wie aus der Operation des Ein- 
setzens von (10.) als Function von l^ in die gegebene DiflFerentialgleichung 
hervorgeht, damit identisch ist, dass die nachfolgenden p Ausdrücke 

<21.) )22 = a„(0+-f^aK'2)logö^('2)+-fj5tK'2)y ^K*» »<$(*)) <^» 

1 1 »^ 

Integrale der vorgelegten nicht homogenen linearen DiflFerentialgleichung *) 

*) Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass die eben durchgeführten 
Schlüsse völlig unabhängig sind von der linearen Form der vorgelegten Differential- 
gleichung und der in Folge gewisser Voraussetzungen geschlossenen nothwendigen, 
in den Transcendenten linearen Form des Integrales derselben, und dass wir somit 
den allgemeinen Satz aussprechen können : Wenn eine algebraische Differentialgleichung 

Ca.) f(x, F„ ... y„ z, -^, ... -^) = 0, 

in welcher F,, ... Yr gegebene algebraische Functionen von x sind, ein aus Logarithmen 
und Ab eischen Integralen algebraisch zusammengesetztes Integral z^ besitzt, welches der 
Gleichung genügt 

Ä*'~r/i ( ^? ^i^ ••• ^i-y ^ii • •• ^gy *i? ••• *a> ''^iC^iV) ••• ^a\^a)^ *i) ••• ^n 

log!?,, ,,.\ogVg,J ' V^ds, ... / ''Vnds^z''-^ + ..• 

logt?,, ...logCp, / Kjrf*, ... / ''Vodsj = 0, 

in welcher f, , ... fy rationale Functionen der in der Klammer enthaltenen Grössen 6e- 
deuten, w,, ... ux, v, , ... Vo, ä, , ... Sg, F,, ... Yr algebraische Functionen von x, 
K, , . , . Va algebraische Functionen von s sind, ferner angenommen wird, dass zwischen 
den im Integrale vorkommenden Transcendenten eine algebraische Relation nicht stattfindet, 



(6.) 
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MimI, wtirlii (Ih) nouon u und U sIm a^Cfe), Ci^ih)^ ... a^(0 und «^(«2% 
Vl.it.fOl « « « V(<9(/;,) wiederum Integrale der reducirten Differentialgleichung 

MHil il^n UMvhung (6.) m</ Adjungirung der in ihr torkammenden Grössen irredueHbei 

$¥U »0 l»t «unfiolmt klar, das«, wenn -^, ... ^-^ gebildet werden, jeder dieser 

Aumlilloko Hloh alH gaiixo rationale Function von «, vom (y— l)«« Grade ergiebt, deren 
iWniolouton rational aus 

{\\) Vp .♦. V, ,D,, ... Dj,, f,, ... Sa, J'iCt,), ... Va(Sa), logC,, ... logV„, f*" V^ds, ...J^Vads 

»viiiammoii|rt>iiotit sind, und dass somit durch Einsetzen dieser Werthe in (a.) eine 
iUolohuu)r (i^-l)^*" Qrados in %^ entsteht, deren Coefficienten rational ans den Grössen 
{w) »unammonicoiotst sind, die somit gleichartig mit der der Voraussetzung gemäss 
IrriHluctibolu Uloiohung (b.p ist. Daraus folgt aber unmittelbar, dass sie, weil von 
ti(i;'dri)rt>iTm Grade, eine identische sein muss, und dass somit jede andere Lösung der 
Ubiolmuir (6.), weil deren Differentialquotienten genau dieselben Ausdrücke nur für 
«^iui> Vorlausohung von t, mit », liefern, ein Integral von (a.) sein wird; ist daher 
#«M# Ldsnng der OMchuna (6.) ein Integral von (a,), so wird jede Lösung derselben ein 
e^th^i stin. Dabei ist klar, dass. wenn, wie selbstverständlich angenommen wird, 
iwischon den in (b.) vorkommenden Transcendenten keine algebraische Beziehung 
utalttlndet — indem im entgegengesetzten Falle eine solche Relation dazu benutzt 
wnrtU\ eine dieser Transcendenten durch Elimination aus (fr.) herauszuschaffen — das 
idowtisf^ho Vorschwinden der oben erhaltenen Gleichung (v— l)**» Grades in a, nur so 
vv^r »ich gehen kann, dass ieder Coeilficient auch in Bezug auf diese Transcendenten 
idouti^ch verschwindet, weil sonst sein Verschwinden eine Beziehung zwischen den 
Transcendenten liefern würde, oder dass die algebraischen Functionen, welche in jedem 
i\^tfli^tnleH des Polynoms (v— 1)'"^ Grades die Coefficienten selbständiger Transcendenten- 
tftrbimduHgen sind, identisch Null werden. Stellen wir nun auch hier wieder die 

a)$ rationale Functionen einer HUlfsgrösse t^ dar, welche wiederum einer mit Adjun- 
^run^ der Grössen x, 1'^, F,, ... F« irreductibeln Gleichung p*«° Grades in / Genüge 
Wi^t^t« so wird durch Emsetzen von irgend einer Lösung der Gleichung (fr.) in die 
biffer^nlialgleichung (a.) sich ein Ausdruck (v — 1)*«° Grades in a, ergeben, dessen 
0>et1icienteu dadurch identisch verschwinden, dass sowohl der von den Transcendenten 
tVeie Theil als rationale Function von t Null wird als auch die einzelnen wiederum 
aii$ rationalen Functionen von t^ bestenenden Coefficienten selbständiger Transcen- 
denten Verbindungen identisch Null sind, und da nun wiederum wegen der Irreduc- 
libiliiai der I-Gleichung diese Ausdrücke für alle Lösungen /j, /„ ... tp verschwinden 
Mt^ssen* so folgt, dass, wenn 

ü.» = a^%Oi)y ^d = b,>(/J, SS = q(/,), ws(ss) = b^(/,) 

^«^^^ srirdy die Ammakme des Integrales (fr.) der Differentialgleichung (a.) schliessen 
Unsi. dmss je^ L^krmmg der Gleichung 

5- -- f, ^^K^.)^ .- flu(i J. b,(i«), ... b,('.), c,(/.), . . . c.(/«), K,(c,('A i>i(^)X •• • ^oiUt.), ba(/^)j, 

k^^;0....io3r6,(i.), /^'^'-•V.df,... r^^'^W^ds, r„ r„...r,y-^+-+f. = o 

fmr m :=iU i^ ... p eim Imiegrai der algebraischem Difereniialgleidiung (o.) liefert, 

wodoreh der oben tHr lineare Differentialgleichungen unter einer bestimmten 




_ 
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sein werden. Ist nun der Grad p der irreductibeln /-Gleichung (14.) der 
Einheit gleich, also t^ rational durch die Ooefficienten der gegebenen 
Differentialgleichung ausdrttckbar, so werden es oflFenbar auch alle im Inte- 
grale Äi vorkommenden Grössen sein; im Allgemeinen wird jedoch pl> 1 
sein, und es ist die Frage, ob wir auch dann Schlüsse auf die Zusammen- 
setzung der im Integrale vorkommenden algebraischen Functionen, der 
Logarithmanden, der Grenzen der Abekchen Integrale und der dazugehörigen 
Irrationalitäten für diese Grenzen aus den Ooefficienten der gegebenen linearen 
nicht homogenen Differentialgleichung ziehen können. 

Nehmen wir zunächst an, dass die algebraischen Functionen 

W, «1, IIa, . . . W^, 1^1, t/2, ... l/a 

in dem Integrale (10.) der Differentialgleichung (1.), von denen nachge- 
wiesen war, dass sie algebraische Integrale — welche auch Constante sein 
konnten — der reducirten homogenen Differentialgleichung (7.) sein müssen, 
rationale Functionen der Ooefficienten der Differentialgleichung (1.) seien — 
welcher Fall z. B. eintreten würde, wenn wir wüssten, dass aUe alge- 
braischen Integrale der homogenen Differentialgleichung so beschaffen 
wären — ; nachdem festgestellt worden, dass sich aus der Existenz des 
Integrales (10.) die der p Integrale (21.) ergiebt, andererseits aber, wie aus 
der Form der Differentialgleichung (1.) ersichtlich ist. 



für die reducirte Differentialgleichung gemachten Annahme aufgestellte Satz auf alle 
Differentialgleichungen ausgedehnt ist. 

Aber es ist auch leicht zu erkennen, dass die Gültigkeit dieses Satzes nicht 
darauf beschränkt ist, dass im Integrale der Differentialgleichung (a.) als alleinige 
Transcendenten Logarithmen und AbelsGhe Integrale vorkommen; denn da zur Auf- 
stellung desselben eigentlich nur die Bedingung benutzt zu werden brauchte, dass die 
Ableitungen der Transcendenten ausser algebraischen Functionen nur dieselben Tran- 
scendenten einfuhren, so wird es zur Aufrechterhaltung jenes Satzes genügen anzunehmen, 
dass die im Integrale vorkommenden Transcendenten algebraischen Differentialgleichungen 
erster Ordnung von der Form genügen 

tßorin Oj, t?,, ... Vr algebraische Functionen von x, und ^,, ... f^ rationale Functionen 
bedeuten, wenn wiederum angenommen wird, dass zwischen den Transcendenten selbst 
nicht schon eine algebraische Beziehung stattfindet. 

Die weitere Verallgemeinerung dieses Satzes auf Transcendenten, die auch 
Differentialgleichungen höherer Ordnung genügen, lässt sich mit Hülfe des Satzes von 
der Unveränderlichkeit einer algebraischen Beziehung zwischen Integralen verschiedener 
Differentialgleichungen ausführen; doch ist es an dieser Stelle nicht nöthig, weiter 
darauf einzugehen. 
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V - ^/n I ^/.Iok////,; I ... I «JOK /;//,,; -h(/j/ '' ">»(#,»,(*;>& + ••• 

\\«Miii M\(«f|), ... i/\,(^.j («iHUit'ullK riitiotifil durch /| uumlrilckbar sind, niul 
Muuiil HUi' (Ihm liitoifml 

HohlioHAoii ktWihoM, wolrlum niclit etwa nur eine Constaiite sein kann, weil, 
wouu dio UltVorontlaljtloirliunjf (1.) ein constantes Integral C hat, sieh die- 
Holbo uumittolhnr duivli dio lineare Substitution 

iu oiuo hiuuogouo Unoaro l>itVorontialgleiohung tlberfllhren lässt, und diesen 
Fall kt'mnou wir, aU von dorn der homogenen Differentialgleiehungen nicht 
wo5^cutUoh Yoi'sohiodon, aussohliessen. Nun lassen sich aber die Logarith- 
ttiHuden iu dorn Ausdrucke (24,) als rationale symmetrische Functionen der 
Li^^uujrxMi der lUoichung (14,) rational durch deren Coefficienten, also 
r^KuiHl dun*h dio l\>otticiouten der gegebenen Ditferentialgleichung aus- 
dröck^Uv ferner ist eine Summe der Form 
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bekanntlich in Folge der für die Grenzen und die unter dem Integral vor- 
kommende Irrationalität gemachten Voraussetzung nach dem ^6e/schen 
Theorem durch eine Summe von p^ Integralen, worin p„ das Geschlecht 
der algebraischen Irrationalität w^{8) bedeutet, in der Form darstellbar 

worin A^ß Constante, T^ und Tj^^ rationale symmetrische Functionen der p 
oberen Grenzen von (21.) und der dazugehörigen Irrationalitäten, also wiederum 
rational aus den Coefficienten der Differentialgleichung a?, Fi, ... Y^, y 

zusammengesetzt sind , ferner l^^\ . . . ta""^ die Lösungen einer Gleichung 
p^^^^ Grades vorstellen, deren Coefficienten wiederum rational und sym- 
metrisch durch die Grenzen von (2t.) und die dazugehörigen Irrationali- 
täten, also auch durch x, y„ . . . F„, y ausdrtickbar sind, und die somit 
die Form hat 

(25.) e+ßi(^, 1^1, ... 1^«, j^)e""'+-+^..(^. 1^1, .- >"».. y) = 0, 

während die zu diesen Grenzen gehörigen Irrationalitäten, also die Werthe 

rationale Functionen dieser Grenzen und der Grössen x, Y^^ ., . Y^, y sind. 
Fasst man daher die eben für die Form des Integrales (24.) gewonnenen 
Resultate zusammen, so ergiebt sich der folgende Satz: 

Wenn eine lineare nicht homogene Differentialgleichung ein aus Loga- 
rithmen und Ab eischen Integralen linear mit algebraischen Coefficienten zu- 
sammengesetztes Integral besitzt, so besitzt diese Differentialgleichung, wenn 
die in den Transcendenten lineare Form des Integrales nur Coefficienten besitzt, 
welche durch die Coefficienten der Differentialgleichung rational au^drückbar 
sind, jedenfalls ein Integral von der Form 

Z = T+jA,,UJogTP-\-jA,,U,\ogn'->+-+jA,,^ÜAogTi">+- 



i . ,r, ^.,. . 1 



+ JLA,,UAogn^'+-+^A„mogn 



(Ifl) 



p " - " " p 



11 1 

+—Uilog(pi+—uAog(p2-\ \- — u^\og(pg 



p 

+ 

4* 
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¥:orin «i, tr^, ... u^^ 11^ Uj) • • • Ug die in den Coeffidenlen der Differential-- 
gleichung rational ausdrückbaren Factoren der Tramcendenlen in dem gegebemem 
Integrale rindy A^^ A^i'^ • • . Aar^ Constanteny p eine ganze Zahly Vi, 12,... V^ 
die in den Ab eischen Transcendenten des gegebenen Integrales vorkommendem 
rationalen Functionen der algebraischen Irrationalitäten u>i(s\ ... u>„{s) sind, 
r, ri^*\ . . . 1Y^\ (fij (p2j ... (fo i^ den Coefficienten der Differentialgleichung 
rational ausdrückbare Functionen, p„ das der algebraischen Function u>„(s) 
ungehörige Geschlecht bedeutet, 5^*^, li^\ . . . f^''«^ die Lösungen einer alge- 
braischen Gleichnng pj^ Grades vorstellen, deren Coefficienten wiederum rational 
durch die Coefficienten der gegebenen Differenlialgleichnng ausdruckbar sind, 
und für welche die zugehörigen Irrationalitäten durch eben diese Grenzen mit 
Hülfe jener Coeffidenlen rational dargestellt werden können. 

Aber der Gegenstand der vorliegenden Arbeit sollte nicht der sein, 
ans einem gegebenen Integrale einer nicht homogenen linearen Differential- 
gleichnng andere Integrale von besonderer BeschaflFenheit herzuleiten, wie 
es der eben angegebene Satz lehrt, sondern die Eigenschaften des gegebenen 
Integrales selbst zu erforschen. Wir haben oben gezeigt, dass unter der 
Voraussetzung, dass die reducirte Differentialgleichung kein particuläres In- 
tegral besitzt, welches algebraisch durch die Logarithmen und .^6e/schen 
Integrale ausdrttckbar ist, aus welchen sich das Integral der nicht homo- 
genen linearen Differentialgleichung algebraisch zusammensetzt, das letztere 
diese Transcendenten linear enthalten muss, und haben ferner nachgewiesen, 
dass, wenn diese Zusammensetzung eine lineare ist, jedenfalls ein Integral 
der angegebenen Art mit rationalem Charakter in Bezug auf die Coefficien- 
ten der gegebenen Differentialgleichung existirt, wenn für die algebraischen 
Coefficienten dieser Transcendenten dieser Charakter schon vorausgesetzt wird. 

Um nun bei steter Beibehaltung der für die reducirte Differential- 
gleichung gemachten Voraussetzung, die noch nachher näher prScisirt werden 
soll, die Eigenschaften eines gegebenen Integralausdmckes, welcher ans 
algebraischen Functionen, Logarithmen und ^6e/schen Integralen besteht, 
ermitteln zu können, schicken wir eine genauere Untersuchung der allge- 
meinsten algebraischen Beziehungen zwischen Logarithmen und Abekchen 
Integralen voraus. 

Sei zunächst eine algebraische Relation zwischen logarithmischen 
Functionen von der Form zu untersuchen 

(26.) F(j, logri,log€2,...logr^) = 0, 
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worin f?i, ^2? ... f^ algebraische Functionen von x sind, oder 

(27.) logc^ = f(x,\ogf>,,\ogv2j ...logv^,)j 

so ist bekannt*), dass, wenn log«i, log«2Y ••• l^g^^-i ^^^^^ schon unter 
einander in einer algebraischen Beziehung stehen, 

(28.) ailogf?,+a2logr2+— +ö^-ilogf?^i+ö^logf?^ = w 

sein wird, worin a^ Oj, ... a^ Constanten und w zunächst eine algebraische 
Function von x ist; es soll ohne Voraussetzung der algebraischen Unab- 
hängigkeit der logarithmischen Functionen unter einander nachgewiesen 
werden, dass in einer Relation von der Form (28.) w eine Constante sein 
muss. Denn drückt man f?i, t?2, ... t?^_i, «r als algebraische Functionen 



*) Differentiirt man nämlich die Gleichung (27.), so wird 



(a.) 



dVf 




dv, 


dt) f-i 


dx 


_ öf df 
dx ölogt?, 


dx df 


dx 



und diese Gleichung muss, da angenommen worden, dass zwischen löge,, logt?., ... logo^.! 
nicht schon eine algebraische Beziehung stattfindet, in diesen Transcendenten iden- 
tisch sein; man darf daher log^a+l^a statt logt?« setzen, und wird sodann wieder 
durch Integration von (a.) 

(6.) l0g©^+/tlp = f(x, l0g©i +iM„ l0gf>, + |ti„ ... l0g©^_i +|ti^_,) 

erhalten, worin /m^, /k,, ... /ti^-i von einander unabhängige, fi^ eine von diesen ab- 
hängige Constante bedeutet. Da nun 

(c.) f(x, logt?, -f ^„ logt?,+A«8, ... logVp_i+^^_i) = f(x, log«?,, log©,, ... logt?^i)4-ii*^, 

und diese Gleichung der Voraussetzung gemäss wiederum eine in den Transcendenten 
identische sein muss, so folgt, wenn logCj = log», = ... = log«?^_i = gesetzt wird, 
in Verbindung mit (c.) 

/ j N ( f(^» log»i +f*, , . . . log©^_i+^^_i) 

1= /'(a?, logt?,,... log rp-i) + f(a?,fi,,...^^-i)—/'(a?, 0,0,... 0). 

Da nun wegen der Identität dieser Gleichung und der Willkürlichkeit von fia 
nach logt?a und ^a differentiirt werden darf, und aus 

gf(ar,logt?,+^,,...logt?g-i4-^o-i) _ gf(a?,logt?,,...logt?g^i) _ öf(x,fA^^ ... (a^i) 

dQogea+f^a) 3 logt?« dfia 

folgt, dass 

(e.) f(x, logt?,, ... logf?^-i) = p«logt?«+ga 
sein muss, worin pa von allen Transcendenten, g« von logt?^ frei ist, so wird 

(f.) f (iT, logt?,,... log f?^-i) = p,logf?, + ...+pp_ilogf?^i+0 
sein, worin Q algebraisch von x abhängt, und, da durch Einsetzen in (c.) 

PiOogt?,+i",) + -+Pe-iGogt?^i+i"e-0+0 = Pilogt?, + ...-fpp-ilogf?^i-t-0-|-|ti^ 
oder 

Pif^i-\ hPe-i^(»-i = f^Q 

folgt, so sind p,, p,, ... p^-i Gonstanten. 



\ 
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vou r^ aus, was durch Elimioation von x aus den r^ und jede der anderen 
Grössen defiuirenden algebraischen Gleichungen geschieht, so ergiebt sich 

(29.) a^og(f,(r^)+a^og(f,(^v^)+'"+a^ogv^ = *(rp), 

und lässt man nun in dieser Gleichung v^ so oft den Nullpunkt umkreisen, 
als das Product der Anzahl der Cyklenelemente angiebt, welche die ein- 
zelnen algebraischen Functionen (fi(v^)^ . . . y'^_i(«?^,), *(<?(,) im Punkte r^ = 
besitzen, so werden alle diese Functionen wieder zu ihrem Ausgangswerthe 
zurückkommen, die einzelnen Logarithmen daher nur um ganze Vielfache 
von 2.11 zugenommen haben, und es wird sich daher aus (29.) und der ans 
dieser durch Umkreisen des Nullpunktes hergeleiteten durch Abziehen 

(30.) fl,fr,+fl>&2+- + Oe*? = ^^ 

ergeben, worin Ati, Ar^, ... k^ ganze Zahlen bedeuten, von denen jedenfalls 
Ä-p von Null verschieden ist. Hieraus folgt aber 

und es geht somit die Bezielinng (28.) in 

(31.) «.logf4-) + o,lügf-^;^) + ... + «.._.logf-^;^| = ,r 

über: sind nun alle Logarithmanden Constante, so wäre auch die alge- 
braische Function w eine Constante, ist dies jedoch nicht der Fall, und 
schreiben wir die Beziehung (31.) in der Form 

(32.) Oilogr,+ ö,logV2+--+a^,_ilogi;_i = w, 

so wird aus dieser wieder hervorgehen 

(33.) a,K,+aJ{,+'- + a^,K^,^, = 0, 

worin Ki^ Ki^ ... Ä^_i ganze Zahlen bedeuten, von denen die letztere jeden- 
falls von Null verschieden, und daher wird (32.) wiedenim tibergehen in 






(34.) a.log 



-J— (+fl,logj— ^l+-+gg-2logM^l = w; 



K 






schliesst man so weiter, so gelangt man endlich, wenn nicht schon früher 
sämmtliche Logarithmanden der einzelnen Relationen, also auch tr als Con- 
stante sich ergaben, 

GilogWi = fr. 
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lind es ist klar, dass eine solche Beziehung nur bestehen kann, wenn Wi 
eine Constante ist — es muss also in jedem Falle in der Beziehung (28.) 
w eonstant sein. 

Zugleich können wir aber aus dieser Deduction, wenn wir noch für 
die Gleichung (28.) die Voraussetzung der algebraischen Unabhängigkeit 
der logarithmischen Functionen unter einander hinzunehmen, Folgendes für 
die Beschaffenheit der constanten Coefficienten a ermitteln ; aus (28.) ergab 
sich zunächst zwischen denselben die ganzzahlige homogene Gleichung 
(30.) und aus dieser die Beziehung (31.), in welcher sofort zu erkennen ist, 
dass keiner der Logarithmanden eine Constante sein kann, da, wenn 

>- = C oder <?*? = Cv . t?*« 



*« « (? 






Wäre, daraus 

Anlogt?«-*« log «5^ = Ä^logC 

folgte, und also gegen die Annahme eine algebraische Beziehung schon 
zwischen zweien der logarithmischen Functionen der Gleichung (28.) statt- 
hätte. Wenn aber (31.) besteht, so folgte daraus (33.), worin wiederum 
Ä^_i von Null verschieden war, und hieraus (34.), in welcher Gleichung 
wiederum keiner der Logarithmanden eine Constante sein kann, weil sonst 
zwischen dreien der ursprünglichen Logarithmen eine algebraische Beziehung 
stattfände; daraus folgte wieder eine homogene lineare Beziehung 

(35.) aiLi + a2L2+-" + 0^-2^1.-2 = 0, 

worin L^_2 von Null verschieden ist, u. s. w., wir erhalten somit die Reihe 
der Gleichungen: 

aiÄi + a2*2+---+«^_2*^-2 4- a.-i Vi+^e*? = 0' 
aiKi+a^K^-l h 0^-2 ^"^-2 + 0^,-1^^-1 = 0, 

aiLi + a2^2 + ---+ö^-2^^-2 = 0, 



(36.) 



während der Logarithmand der letzten der Gleichung (31.) analogen Be- 
ziehung alle f>-Grössen enthalten und gleich einer Constanten gesetzt die 
vorgelegte logarithmische Relation liefern muss. Da nun in den Glei- 
chungen (36.) die ganzen Zahlen k^^ ff^^i, Lp_2, . . . M, von Null verschieden 
sind, so folgt, dass diese Gleichungen von einander unabhängig und die 
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Quotienten 



a, a, a^ 



« • • • • 



somit rationale Zahlen sein mttssen ; wir erhalten daher den folgenden Satz : 
Die allgemeinste algebraische Relation zwischen q logarithtniscken Tran-- 
scendemten von algebraischen Functionen einer Variabein, welche der Bedingung 
unterliegen y dass nicht schon weniger als p dieser Transcendenten in einer 
algebraischen Beziehung stehen, hat die Form 

«ilogci+öalograH f-a^logc^ = a, 

worin a^ 03, ... a^ rationale ganze Z(Men und a eine Constante bedeutet, 
oder entspringt durch Logarithmirung der algebraischen Beziehung 

Zugleich ist gezeigt, dass in jeder in logarithmischen Transcendenten linearem, 
mit Constanten Coefficienten rersehenen Relation 

«ilogVi + flblograH hOe^^&^e = ^^ 

ohne weitere Bedingungen für die Logarithmen der algebraischen Functionen 
ri, v-tf ... v^, w eine Constante sein muss, d, h. eine mit constanten Coefficienten 
versehene lineare Verbindung logarithmischer Transcendenten algebraischer 
Functionen nie algebraisch von x abhängen kann *). 



*) Der letzte Theil dieses Satzes konnte auch leicht durch folgende Ueberlegung 
eingesehen werden: Wenn in der Beziehung 

die Grossen a,, a,, ... On Constanten und tr eine algebraische Function bedeutet, so 
würde die rechte Seite, also auch die linke fQr keinen Werth der Variabein logarith- 
misch unendlich werden können. Werde nun w ttir x = x^ unendlich, und habe Va 
in der Umgebung von x^ die Entwickelung 

Pg Pg-^^ Pg J_ 

und somit 

logr„ = \osAa+^log(x-x,)+\og\l+B,(x-x,y'+-\ 

Ha 

oder 

logr. = logi4a+5^1og(x-x,)+C„(x-«.)'-+C„(x-x.)*^+-, 

dann wird, da die logarithmischen Unendlichkeiten auf der linken Seite der logarith- 
mischen Gleichung sich zerstören müssen, 

9. Vf ' <7e 
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Hat die lineare Beziehung zwischen den p logarithmischen Functionen 
algebraische Functionen der Variabein zu Coefficienten, — in welchem 
Falle, wie oben gezeigt worden, schon zwischen weniger als p dieser 
Logarithmen eine algebraische Beziehung wird stattfinden müssen — , lautet 
dieselbe also 

(37.) tii\ogVi+Ui\ogV2+"'+u^\ogv^ = w, 

so wird man unmittelbar die der Gleichung (29.) analoge Gleichung auf- 
stellen können 

(38.) «?i(i?,)logv,(t?p) + tr2(t?p)log</)2(t?^)+- + fr/i?,)logf»^ = *(t?^), 

worin sämmtliche Functionen von v^ algebraisch abhängen, und, wenn man 
wiederum v^ so oft den Nullpunkt umkreisen lässt, als das Product der 
Anzahl der Cyklenelemente angiebt*), welche die einzelnen algebraischen 
Functionen tr,(t?^), ... fr^(üp), (pi(c^)j ... 9p-.i(t?^), *(«>(,) i^^ Punkte t?^ = 
besitzen, so ergiebt sich wie früher 

(39.) f/,Äi+M2*2+... + ii,Ä^ = 0, 

und daraus wiederum die der Gleichung (31.) analoge Beziehung 



(40.) fi,log 






+ «^2l0g|-^[ + -- + tt^-il0g' ^ 



Cp— 1 



*g~l 



•i> 



= w: 



in dieser Beziehung können nun entweder alle Logarithmanden constant 
sein, und dann wäre w eine homogene lineare Function von iij, ... «i^_i 
mit Constanten Coefficienten, oder es sind die Logarithmanden sämmtlich 
oder theilweise algebraische Functionen der Variabein, und dann würde 
sich aus (40.) eine Beziehung von der Form 

und daraus wieder wie in (34.) 



f/Jog 



A'. 



+ «2 log 



V ' o — 1 



K 

^ «—1 



A'fi— 1 



r«_s 



tl + .- + .,-3lOgj-^l = 

1 F V^ I 

^ ' o — 1 ' 



w 



sein müssen, also die erste der oben gefundenen Beziehungen statthaben; da nun die 
folgenden genau auf demselben Wege durch successive Elimination von a^, a„_i, ... a^ 
gefunden werden können, so wäre der oben aufgestellte öatz wiederum erwiesen. 
Wir heben diese Betrachtungsweise deshalb besonders hervor, weil dieselbe auf 
die Untersuchung höherer Transcendenten als der logarithmischen sich ausdehnen lässt. 

*) Es genügte selbstverständlich, das kleinste gemeinsame Vielfache der Anzahl 
der Cyklenelemente zu wählen. 
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ergeben; Hind nun wieder ^ämmtlicbe LogarhhmaDden con»tant. so ist w 
eine homogene lineare Function vmd u . m,, ... ir^_. mit coostaDten Coef- 
ficienten — ; i»t die« jedoch nicht der Fall, »o scbliesst man in derselben 
Weise weiter, bis man zur Beziehung 

H. lojr ir = IT 

gelangt, in welcher W^ constant jnrin mu-^. als*» r linear homogen von ir, 
abhängt: es folgt somit der .Satz: 

In jeder in lofjarUhmischen Trantcendenten Imearem Beziehmmg 

iiilogr.— M^Mgr. ^i'^'*^^ " ^f 

in welcher u i/^. r r . »r aUjebrnische FttRcfioneft eimer Variabelm 

Aiwr/, /*/ w eine homogene lineare Fnüction von w . w . ... «r 

mil conslanlen Coefßcienlen. nnd e% ^r^rd, wenn htchl r . r.. ... r^ sammtUch 
constanl Bind, zwischen den algebraischen Functionen * . ».. ... «r. eine 
homogene lineare Relation mit fjart^^ahfigtn ('offftf^ihten 

y.. n •- y. »1 - ' ■ • ^ y. H — * • 
stattfinden, in welcher nicht alle Coefficienten rersckwtnden dmrfem. 

Nehmen wir jedoch an. ila>> iii«li: -^'-hMii zwi>4/hen weniger als den 
{j in der Beziehung '37/ v«»rk'«L:hiciii:i:ii i'..'ari:hn*i>chen Functionen ein 
algebraischer Zusammt-nhiini: br-:t];:. :^ • wr-r.i»rn nirh dem Früheren ifi. 
m . ... v^ constant und zwar ra:i«ihäk' Zählt n. w eine c«»nstante Grösse sein 
müssen: es K»lgt daher, das* in dtr r tu ^'Tun, 'j' wt-insamen Theiler befreiten 
Relation 

weil einer der Logarithmen nicht algt ''ra''tch r*'h der \ariabelm ahhämgem kannj 
M nnd H_ stets rationale Zahlen und w tott ct*n$tante Grosse seim mmss. 

Es wird nunmehr leiiht mtiii, i\[v F«-:!:: •:-: allir^rmeinsien algebraischen 
Beziehuui: festzusrellen. wclrhc zwi>r].cii o \ ja^lniisohen Transcendenten 
algebraischer Functiontrn v«>ii x 

l"^r . l".rr . ... 1'^' r 

*— • •* ■ — . 

besteht: denn nehmen wir an. t;a>'- -^-l.« i. zwi^.'f.en n Zusammenstellungen 
dieser logarithmischen Fun»;:i.:.iitMi 

logr. . l"jr. . ... -■■;:«■ • 

l'*irr . 1 'j »" . ... ; 'J r, . 

•^ . - - 

*'>^r . l*cr. .... \'-^c. 
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ein algebraischer Zusammenhang stattfinde, und zwischen weniger logarith- 
mischen Functionen als in je einer Zusammenstellung kein solcher existirt, so 
wird derselbe nach den vorhergehenden Auseinandersetzungen die Form haben 

Oilogt?a,+6ilogf?y9,+--+eilogf?^, = Ai, 
02logf?„, + 6,logf?^,H h^logt?,, = A2, 



o«logf?„^ + 6,logt?^^+-.-+^„logf?,^ = An, 

worin a^, bx, ... gx sämmtlich rationale Zahlen, ^1, ^2^ ••• A Constante 
sind, und es wird daher die aUgemeinste Form einer algebraischen Beziehung 
zwischen {) logarithmischen Functionen , die selbst unter sich algebraisch von 
einander abhängen können, die folgende sein 

F\x, ailogf?„,+ 6ilog<?^,+-+6ilogr,,, .,. o.logf?«^+6„logf?^^+".+g'„logf?,J = 0, 

wenn F eine willkürliche algebraische Function der in der Klammer enthaltenen 
Argumente bezeichnet. 

Soll die algebraische Relation zwischen den logarithmischen Func- 
tionen eine lineare sein, so wird diese lauten müssen: 

/>i[oilogt?a. + *ilogf?^, + -+6,logf>,J + -.- 

"+PnlOn\ogf>^^+b,logVß^+'-+gJogf),J = q, 

worin pi, /?2, ... p., q algebraische Functionen von x bedeuten, und wenn 
man beachtet, dass die einzelnen Klammem den obigen Gleichungen zufolge 
constant sind, also q eine lineare Function von pi, p2? • • • Pn niit constanten 
Coefficienten ist, so kommen wir wieder auf die Form 

«ilogri+fi2logt?2+-- + «plogf?^ = «?, 

mit der oben angegebenen Eigenschaft von w, eine homogene lineare 
Function von «ii, W2, ... u^ mit constanten Coefficienten zu sein. 

Nachdem diese allgemeine Betrachtung über die algebraischen Be- 
ziehungen zwischen logarithmischen Functionen, die nachher auf Abekche 
Integrale ausgedehnt werden sollen, vorausgeschickt worden, gehen wir 
wieder zu unserem eigentlichen Probleme zurück, behandeln jedoch zuerst 
besonders den speciellen Fall, in welchem die Form des Integrales der 
Differentialgleichung (1.) 

(41.) Äi = «4-Wilog<?i+W2logf?2+-+fi^logf>p 

5» 



Laoret. worin •.. «:. ... m^, welebe. wie gezeigt wurden *\ algebraiaeh«: 
loregTälc «ier reüaeirten Diferenäalgleiehang ^in moä^n. zxuuUrhaC noeh 
r;^i>ikale Funetionen der Coeäicienren der gegebenen Diffcrenoügleichiing 
sein stillen. In diesem F*llc sriebt e:*. wie oben grczei^n worden, wenn 

ni-^h: r.. r.. r, ebenialU »nonale Funenonen jener Gr«>»en sind, jeden- 

:aIU L'V-h e^m In:egril von der Form 

42-^ 3^: = • — if-logr: — if:logr. rn^logr^, 

worin r. r.. ... t, nacb den Gleiehnn^en 21/ einem anderen /-Wenbe 
eLtäpre»:Len . aber znm Theil den früheren r-Wenben gleieb sein kooneiu 
während « .. »> ... m, der Voraasseming gemäs«. da x. IV ... F, , g ihre 
Wrrrrhe wieder annehmen, nnverandert bleiben. Dann isr aber 

V 

43. *.— 5- = «'—«—•-log:— -r«lojr-^ r«^lo;r— ^ = «•• 

und e« wird, wenn man voraasöeizi. da&$ die redaeirte I>i1ferennalgleiehnng' 
kein in eben diesem Logarithmen ansdrüekbare:^ lutegral besitzt . ar eine 
algebraische Fnncdon oder eine Constante sein mösseu. 
Bring! man nan diese Beziehung aar die Form 

44.' «. Iog: r. — «.loo: r. r^^loorr = ir, 

«*> kennen wir zunächst nach dem oben bewiesenen Satze S4*hliessen. dass 
entweder zwischen den algebraischen, der Annahme nach in den Coefficienten 

der DitFerenrialgleichung rational aasdrfickbaren Fnncrionen n., #i> m^ 

eine homogene lineare I^elarion mit gauzzahligen C<»etäcienten von der Form 

'45.] Ar.. •: -r *- »► -^ k »^ = 

besteht- in welcher nicht alle Coefficienten verschwinden, oder dass sämmt- 
liehe Gro:«en l^. T., ... \\ constant sind. Findet nun. eine I^ziehnug der 
Form '45.' statt, s-i folirt ans 



*, \izsi u . ... M^ Inte^'rale der redueirten Diä'ereutialgleichuug sein mtts^eo. 

WiiT.i trcil:cä nur unter der Annahme, dass zwisM-bcu loffr.. lo^r \s>£c. keine 

ai::e''>rai«c':.e lineare Heziehunr mit Coefticienten statttindet. welche aas u^, u m.,. deren 

DifferentialqaotieotcD und dtrn Coetticienten der L^iöerential^^leichun^ rational zusammen- 
^e^^tzt »inä. also den Cixarakier dieser M-Grr.ssen selbst iiabeu; aber diese Annahme 
dürfen wir lür das Integral ;. marhen. weil im enti:e;:en;resetzten Falle sieh dasselbe 
e"'jrr:ra!U a^il' eine lineare Form und zwar von weniger Lojrarithmen mit ebenfalls 
d'ire:. die 0>einrier;:en dtrr Ditierential^rleiehun:: rational ausdräckbaren Coetlieienten 
Z'iruckfä-ren lie:*!»e. 
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das Integral (41.) in der Form 

j5j = U + Ui\Og 



(t)* ■■*-"•■(*)■ 



und man könnte von dieser Form des Integrales bei der Untersuchung aus- 
gehen, indem dieselbe in Bezug auf die p— 1 logarithmischen Transcen- 
denten wiederum linear ist, und die Coefficienten ebenfalls noch rationale 
Functionen der Coefficienten der Differentialgleichung sind. Nehmen wir 
daher an, dass das Integral »i sich nicht schon linear durch weniger als 
() logarithmische Functionen mit Coefficienten ausdrücken lasse, welche ra- 
tionale Functionen der Coefficienten der Differentialgleichung (1.) sind *), 
so kann eine Beziehung von der Form (45.) nicht statthaben, und es bleibt 
somit nur die zweite Bedingung für die Existenz der Beziehung (41.) zu 
untersuchen übrig, welche verlangt, dass F,, F2, ... V^ sämmtlich constant 
sind. Ist aber z. B. 

^' ^ -. 
eine constante Grösse, so könnte einerseits f?l = i?i sein, dann würde aber 
der Logarithmus des Quotienten verschwinden oder ein ganzes Vielfaches 
von 2ni sein, und daher dieser Posten in (43.) fehlen oder auf die rechte 
Seite zu w gezogen werden können, das, weil Wi, «2, ... u^ selbst Integrale 
der reducirten Gleichung waren, wiederum ein Integral eben derselben Glei- 
chung bleibt; dies kann aber nicht für alle r-Grössen stattfinden, weil wir 
sonst zur Herstellung von (42.) einen andern /-Werth wählen könnten, und 
nur dann alle Lösungen der irreductibeln <- Gleichung alle Grössen «1, 
t?2, ... t?^, unverändert lassen können, wenn die algebraischen Functionen 
1?,, t?2, ... <?^ rationale symmetrische Functionen der Lösungen der /-Glei- 
chung, also rational durch die Coefficienten derselben, und somit bereits 
durch die Coefficienten der Differentialgleichung rational ausdrückbar wären. 
Ist aber v[ von «?i verschieden, und soll der Quotient dieser beiden Grössen 

constant sein, so muss bekanntlich, wenn - ' = Ä gesetzt wird, l eine u^^ 



*) Dann wird auch zwischen logt?,, logt?j„ ... legi?,, keine lineare Relation mit 
Coefficienten, gleichartig denen der gegebenen üifferentialgleichung, stattfinden dürfen, 
weil sonst 5, sich auf weniger Logarithmen mit gleichartigen Coefficienten reduciren 
würde, und es werden somit unter der oben gemachten Annahme auch wieder 
M^, w^, ... M^, Integrale der reducirten Differentialgleichung sein. 



t>f I t'wtsp9;ißer p^ muF luiispnuf imt^^tr^ fwrÄr uatmuiftmer Sßifs 



vi 



nasi 4.'i«ir taaa 
^\ -rlrie ^ üirrti uü 2lx A-rizuprciX "^xi r. I . .-. F.. f im 



tf , 



^ü. ^. F... F.,y 



jj 



— - >x ^ 



ri Ta»i iran k*iare a. 41.' 



« F>Lsr 






i = • i^rz^ -i^yzr ^i-"*zr,. 



»•le ^^ii^-h ter Eäbei: ?ein kr>u*cD. cxni r-. r.. ... r, im 
ÄXiz^:mieiMM cmzf:'h ir7t>:sfrdr>le Giei^-lmikgeik niedrigeren Graden aIs die r«$p. 
c . r , ,_ ir^ — vkd »ar wenn &kA enr^preebende u = l iäj. cureh eine 
LTe»i»edi>ie *iltkhmMZ äe^^^lben Gra#ie* — dennir: äini Wenden wir nnn 
asf «die GW^hmug -t^., dieselben .S<:*hia»ae an, doreh weiche wir die Form 



* Sri <:•* *::* G7->*»e r d*fi.:re£dc. mi: Ad;;it^:r3ng r-z x. F . . . . l«. » irre- 

'' — 7 '^, J': — '•^l>^"* yi>. r..., r,,» = 0. 

ft»o ntit 'ii-t ferrltiii^ r = ir jekazctli^?-! die Keihe der GleieiuLceiL 



== Ar 



= X'r . 



; i. 



= JL€ = JL't . 



r - 



f.. 



a^v/ A' = 



' = /.r -'"-■ = X- 
r. = JLr -~ ' = /.-T.. 

i *'>L d. h- e* ^e'r.ört za jeder Lr.san^ r das System der Losungen 

r, i.r, i*r, Ä**-- r. 
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(41.) auf (48.) reducirt haben, und fahren so fort*), so kommen wir zur 
Integralform 

(49.) Ä, = fi + ^log't?,+ ^log'r,+ ...+^log'f^,, 

worin, wenn wiederum die 7-Gleichung construirt wird, durch deren eine 
Lösung sich die algebraischen Functionen u, 'ri, '«2, ... 't>^ rational aus- 
drücken lassen, '<?i, «2, ... 'v^ Lösungen von Gleichungen ersten Grades 
und vom obigen Charakter sind, d.h. sich rational durch a?, Fi, ... ¥„,, y, 
also rational durch die Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung 
ausdrücken lassen**). 



*) Bei einer Keduction wird der Grad der Gleichung mindestens eines Logarith- 
manden erniedrigt, und da nie alle Logarithmanden für alle Lösungen der resp. 
/-Gleichung unverändert bleiben können, also die entsprechenden V nie sämmtlich gleich 
1 sein können — weil sich in diesem Falle schon die rationale AusdrQckbarkeit der 
Logarithmanden durch die Coefficienten der Differentialgleichung, welche wir ja 
allgemein erweisen wollen, von selbst ergeben würde — so wird man successive den 
Grad der die einzelnen ©-Functionen definirenden irreductibeln Gleichungen bis auf 
den ersten erniedrigen können. 

**) Man kann die eben erhaltenen Resultate verallgemeinern, wenn man die 
reducirte Differentialgleichung der erweiterten Bedingung unterwirft, dass, wenn sie 
logarithmische Integrale in additiver Form besitzt, deren Logarithmanden rational in den 
Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung ausdrückbar sind, weil dann auch 

v' 

auf dieselbe Folgerung führt, dass nämlich f(x, T,, ... Ym^y) eine Constante und zwar 
eine Einheitswurzel sein muss. 

Wir fügen übrigens für den zweiten Theil des obigen Beweises noch eine 
andere Schlussweise bei, die wir später der analogen Betrachtung für allgemeine 
^6e/sche Integrale zu Grunde legen werden. Wenn nämlich in der Gleichung (43.) 
sämmtliche Logarithmanden constant sind, so nehme man eine andere Lösung der 
/-Gleichung und bilde das der Gleichung (42.) analoge Integral; sind dann nicht alle 
Logarithmanden der der Gleichung (43.) entsprechenden Beziehung constant, dann 
würde es nach Früherem gegen die gemachte Annahme über die kleinste Anzahl der 
Logarithmanden Verstössen, wir dürfen also wiederum annehmen, dass sie sämmtlich 
constant sind. Mag dies nun für alle Lösungen der (-Gleichung stattfinden, dann 
wäre, wenn den J Lösungen (,, Z,, ... M der Gleichung d^*° Grades in t die Werthe 
von V. 

^n ^n ^1 ? . • • ^i 

entsprechen, die zum Theil einander gleich sein können, 

Togy, — log!?, = 0, logt?; — logt?, = c\ logt?'/ — log!?, = c", . . . 

logt?('5-i)_iogt?, = c('^-^), 
also 

log(i?,f?;...t?(^-i>)— aiog«?, = c'-f c"-| \-c^^-^\ 

oder 

logü. = ylogF,-C,, 
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Wir fügen endlich noch eine Bemerkung über den Charakter des 
rein algebraiijchen Theile» u in dem Integralaui^rucke (41.) hinzu; nach- 
dem gezeigt worden, da«» (4L) »tet» in die Form 

,, = «+-^-log'r,+ ^logV3+-+^logr, 

umgesetzt werden kann, worin nunmehr «,, ... ii^, 'r r^ rational au» 

den Coefficienten der Differentialgleichung (1.) x, X,, ... Y^, y zusammen- 
gesetzt sind, mag x einen geschlossenen Umlauf von der Art beschreiben, 
dass y„ ... Y^, y ihre Ausgangswerthe wieder annehmen, während u in 
eine andere Lösung u der sie definirenden mit Adjungirung von x, K„ ... Y^, 
g irreductibeln Gleichung 

(50.) ii'+i^,(x, y„... y^,y)ii-»+-+V',(^, y,.... y-.,y) = o 

übergeht; dann wird nach früheren Auseinandersetzungen der sich aus «, 
ergebende Ausdruck «2 ebenfalls noch ein Integral der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichung sein. Da nun vermöge ihrer rationalen Zusammensetzung 
aus jr, y„ ... Y^, y die Functionen fij, ... w^, r,. ... r^ ihre früheren 
Werthe wieder annehmen, also die Logarithmen sich nur um ganze Viel- 
fache von 2ni ändern können, so wird 

(5L) Zi—Zi = « — w+ritt,+r,?/,4--- + r^w„ 

sein, worin rj, r^, ... r^ rationale Zahlen bedeuten; nimmt man nun an, 
dass die reducirte DiflFerentialgleichung nur solche algebraischen Integrale 
besitzt, welche rational durch die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) 
ausdrückbar sind, so wird, da «2—«! ein Integral der reducirten homogenen 

wenn 

gCHCtzt wird, und K, als rationale symmetrische F'unction von /,, t^, ... t.\ sich rational 
durch Xf K,, ... Ymf y ausdrücken lässt; ebenso erhält man 

1 1 

logt-, = -^ l^>ür^v — ^y^ • • • ^^>?«'e =• y logFj, — q,, 

und es geht daher das gegebene Integral (41.), wenn 

M — C,«, —Cjji/^ C^f/^, = IJ 

gesetzt wird, in 

"'- lofr V 4- - '- lo"' V A h -" 



^. = ^+-i'-logK. + -;-logF, + ...+ -7-logK,, 



über, worin K,, F,, ... F„ aus den Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung 
rational zusanimengesetzte algebraische P'unctionen bedeuten. 
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Differentialgleichung ist, u—u, da «i, ... u^ ea sind, ebenfalls eine ratio- 
nale Function der Grössen x, Fi, ... y«, y sein. Sei nun 

so folgt, dass ausser (50.) noch die Gleichung besteht 

(u+ny+^^iu+ny-'+'^'+xp, = o, 

welche mit (50.) durch Subtraction verbunden die Gleichung liefern würde 

Tu'''^n+x2u'-'+-' + x.-i = 0; 
und diese Gleichung kann, da weder t noch £2 verschwinden, wegen der 
angenommenen Irreductibilität der Gleichung (50.) nicht bestehen. Es muss 
somit der Grad t = 1 sein, d. h. u selbst rational durch x, Yi, ... Y^, y 
also durch die Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung ausdrUck- 
bar sein. 

Fassen wir die so erhaltenen Resultate zusammen, so ergiebt sich 
der folgende Satz: 

Wenn eine lineare nicht homogene Differentialgleichung 

ein Integral ton der Form besitzt 

z = w+Wilog«?i + t/2logr2H httt,logf?^, 

in welchem «, «?i, <?2? • • • «'t> algebraische Functionen von x^ ferner Wi, n^ ... u^ 
in den Coefficienten der Differentialgleichung rational ausdrückbare Functionen 
bedeuten y wenn ferner angenommen wird, dass das Integral sich nicht schon 
linear durch weniger als {) logarithmische Functionen mit Coefficienten aus-- 
drücken lasse, welche rationale Functionen der Coefficienten der Differential- 
gleichung sind, und die reducirte Differentialgleichung kein aus diesen logarith- 
mischen Transcendenten algebraisch zusammengesetztes Integral besitzt, so sind 
einerseits «i, Wj, ... w^ Integrale der reducirten Differentialgleichung, anderer- 
seits lässt sich das angegebene Integral auf die Form bringen 

z = «+^log't?i + ^log'f?2 + -+^log'<?o, 

worin o^^ ö2^ ... a^ ganze positive Zahlen und '©i, '«?2, . . . 'v„ ebenso wie die 
f/i, ... u^, rational in den Coefficienten der Differentialgleichung ausdrückbar 
sind — und diese letztere Eigenschaft kommt auch dem algebraischen Theile 
n zu, wenn die reducirte homogene Differentialgleichung nur solche algebraischen 
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i^ i ' » /^^ > * -r/*. «>«r^ l%.yy«M^r fmearer nicht homogener Differentialgleichungen. 
.>».iy»-ftt' '••^ir5w\ «vÄ^ir mthmnle Functionen der Coefßcienten der gegebenem 

:'.i^^ c?i rwütcine Differentialgleichung gar keine algebraischen Inte- 
^/*i. s^ /ifi^ äJsci »., »^ ... u^ constant sein müssen — in welchem Falle 
roiiii »•fT:»T'>»i.r 1. = sein mass — so sind alle Bedingungen des obigen 
S>ir?4> i-ri.V:: x.dI cie Logarithmanden somit stets rational durch die Coef- 
i^'*uMn-r. ofc rt-Äbenen Differentialgleichung ausdrUckbar. 

1.>i3^i-T. wir jetzt die Bedingung fallen, dass die Coefficienten des in 
lUM. jfirkrrLiLi>irben Transcendenten linearen Integrales rational durch die 
J ••errt^miTix cer gegebenen Differentialgleichung ausdrUckbar sind, und 
iifiimt'i. iL. cie Differentialgleichung (1.) habe ein aus x und dem Logarith- 
men tishirz algebr;8üschen Function algebraisch zusammengesetztes Integpral 

(52.) «1 = F(a?, logt),)? 

>t iDDSn dasselbe, wenn vorausgesetzt wird, dass die reducirte Differential- 
pfi^iung kein durch Logarithmen algebraischer Functionen ausdrlickbares 
Inr^-rr^al besitzt**), nach dem oben bewiesenen Satze die Form haben 

(53.) «1 = w+fiilogf?!, 

worin m, it;, Ti algebraische Functionen von x bedeuten, von denen ti, 
bekanntlich ein algebraisches Integral der reducirten Differentialgleichung 
sein muss: nach dem Früheren ist nun, wenn wir wieder u^ u^^ e^ als 
rationale Functionen einer Variabein l^ darstellen, welche die Lösung einer 
Uli: Aüjangirnng von x, Y^^ . , . Y^, y oder der Coefficienten der Diffe- 
reirdklgleichung ^1.) irreductibeln Gleichung /?*en Grades ist, und x einen 
^»•.•l^L'ri: Umlauf beschreiben lassen, dass Fj, ... y«, y ihre Werthe wieder 
Liiittlii-ai, während /, in t^ übergeht, der sich ergebende Werth 

(54.) z, = w' + t/llogr'i 

vjtitrtrnn esu Integral der gegebenen Differentialgleichung (!.)• Es kann 



*■ T"-: i,r^ !*rtziere Annabme gemacht, so ist damit schon implicite die Be- 
t::urixr '^r.ilsL 'a':'*f::.tT dit ii.. m,, ... u^ unterworfen wurden, nämlich in den Coef- 
ii':i*':-t^i :*•: r*ri'totL*:ri Differentialgleichung rational ausdrUckbar zu sein. 

**■ i> ^^-ztiT. wie aus dem Beweise des oben angeführten Satzes hervorgeht, 
ttiruitri-Tir^ et** c.r reducrifte Differentialgleichung kein durch logt?, algebraisch aus- 
v^'.':i.'rvr^ l'.'rrrx. o^r^itzt, und zum Folgenden wird es ausreichen, die reducirte 
*_ •f--^:-A-^'**' *-:uL^ c^T Bedirj;rung zu unterwerfen, dass sie kein algebraisch durch 
- ^- •.:: ..V' '^ i.•JL^•:^•-ck'rJa^-J^ Integral besitzt, wenn r, irgend ein anderer Zweig 
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nun der Fall eintreten, dass u[ = Ui ist, und dass dieses statthat, welchen 
der Werthe ^2, '31 • • • 'p wir auch wählen mögen; dann wird aber u^ eine 
rationale symmetrische Function der Lösungen der /-Gleichung also rational 
durch die Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung ausdrttckbar sein, 
und wir finden somit, da wir hiernach auf den vorher bewiesenen Satz 
zurückgeführt werden, dass sich nämlich «i in die Form bringen lässt 

«1 = w+^logr„ 

worin ri ebenfalls rational durch x, Vj, ... Y^, y ausgedrückt werden 
kann*). Schliessen wir also diesen vorher behandelten Fall aus, so muss 
einer der Werthe tz^ ... t^ eine Beziehung (54.) liefern, in welcher u[ von 
Ui verschieden ist. Da nun die Differenz «2— «1 ein Integral der reducirten 
Differentialgleichung liefert, diese aber kein durch diese Logarithmen alge- 
braisch ausdrückbares Integral haben sollte, so wird 

(55.) «i'—«i+ ttilog<?'i—Wilogf?i = fv 

sein müssen, worin w eine algebraische Function bedeutet, die auch constant 
sein kann. 

Da sich nach fiüheren Auseinandersetzungen aus dieser logarith- 
mischen Gleichung 

ergiebt**), worin k^ k[ ganze Zahlen bedeuten, also — ^ eine rationale 

Zahl ist, andererseits aber oben gezeigt war, dass, wenn der Quotient zweier 
Lösungen einer irreductibeln Gleichung eine Constante ist, diese nothwendig 
eine Einheitswurzel e sein muss, so wird, da 

2kn ... 2kn 

e = cos h«sm 



*) Was für den vorliegenden Fall, in welchem das Integral nur eine logarith- 
mische Function enthält schon leicht daraus folgt, dass 

also — ^ constant sein muss, woraus, wie früher ausführlich auseinandergesetzt 

worden, die Reduction des Grades der irreductibeln ©-Gleichung sich ergiebt. 

**) Wenn u\ von m, verschieden ist, muss offenbar auch v\ von t?, verschieden 
sein, da sonst 

w' — m + (m; — u,)logf?, = iC 

für v^ einen constanten Werth erfordern würde. 
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unr rational »ein kann, wenn »in— - = d. h. ä = oder k = ~ ist, « = 1 



^ 2 



u 



oder —1 »ein, und da ' = 1 bereits ausgeschlossen war, so muss u[ = — «i 

sein. Weil dies aber fUr jede der p Lösungen der /-Gleichung gültig bleibt, 
so ist Wi eine rationale Function von /, welche für alle Lösungen der 
/-Gleichung nur zwei verschiedene und zwar entgegengesetzte Werthe an- 
nimmt, daher mit Rücksicht auf die rationale Zusammensetzung der Coef- 
fi(!ienteii der /-Gleichung aus den Coefficienten der Differentialgleichung die 
Form hat *) 

(56.) ü\ = ü)(x, Fl, y„ ... y„, y), 

worin u) eine rationale Function bedeutet. 

Um nun die Figcnschaft des Logarithmanden <?, in dem Integral- 
ausdrucke (08.) zu ermitteln, wollen wir uns n und Vi als die Lösuugen 
von mit Adjungirung von x, Ki, ... y,„, y und w, irreductibeln Gleichun- 
gen dargestellt denken, und nehmen an, dass die v^ definirende Gleichung 

''') Denn Hcion m, und u.^ die einzigen Werthe, welche eine rationale Function 
nzsflt^) nir alle LüHungen /, , /,, ... /^ der irreductibeln /-Gleichung annimmt, 
HO mag 

'/, - no - KO = - = rOo). ». = fo, ^o = ro.rd = ••• = m 

Hein; dann folgt unmittelbar 

1 

worin 7' und (> alH rationale synimetriHchc Functionen aller Lösungen der /-Gleichung 
rational durch die Coefticicntcn derHclben also durch x, V,, ... !„,, y ausdrückbar 
Hind, und hieraus, dass m, der quadratischen Gleichung genügt 

"1 ■ I 7 

und M, der Gleichung 

' p ' ^ p(p—e) ' 

deren C(»ertieienten rational aus den Coet^ficienten der /-Gleichung zusammengesetzt 
sind; da nun alle geschlossenen Wege der Variabcln, welche K,, ... F«, y unver- 
äiulert lassen, zwei und nur zwei Werthe von u erzeugen, so folgt zugleich, dass die 
beiden (|undratisehen Glei<'hungen identisch sein müssen, und es ist hiermit bewiesen, 
dass M. und m, Lösungen einer (luadratischen Gleichung sind, deren Coefficienten 
ratituuil durch x, ),, ... )'„., y d.h. durch die Coefficienten der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung ausdrückbar sind. 

Ist endlich, wie in unserem P'alle, »'o = — »/,, so muss die quadratische Glei- 
chung die Form haben 



it ; = (0 {x, )',,... 1*^ , //). 
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von höherem Grade als dem ersten wäre — im entgegengesetzten Falle 
wäre <?i schon eine rationale Function von x, Y^^ . . . Y^, y und «i — ; lassen 
wir dann in (53.) die Variable x einen geschlossenen Umkreis von der 
Art beschreiben, dass Vi, ... Y«, y und Ui ihre Ausgangswerthe wieder an- 
nehmen, so wird 

(57.) ^2 = «i'+Wilog«;, 

worin u und <?1 andere Lösungen ihrer resp. irreductibeln Gleichungen sind, 
wiederum ein Integral der gegebenen Differentialgleichung sein, welches 
mit (53.) zusammengestellt mit Benutzung früherer Bezeichnungen 

(58.) Ä2— «1 == «''— w+«ilog(— ^) = fr 

liefert. Da nun diese Gleichung wiederum feststellt, dass -^ gleich einer 

Constanten und zwar gleich einer n^^^ Einheitswurzel ist, so wird die 
Substitution 

das Integral Zi in die Form setzen 

(59.) z, = fi+-^logK„ 

worin Vi einer mit Adjungirung von a?, Yj, ... K«, y^ u^ irreductibeln 
Gleichung von niederem Grade genügt als es t?i that; geht man nun 
wiederum von der Gleichung (59.) aus, wendet auf diese eben dieselbe 
Schlussweise an, und fährt so fort, so kommt man endlich zur Integralform 

(60.) z, = «+^i-logfV„ 

worin M eine ganze Zahl und Wi einer linearen Gleichung des angegebenen 
Charakters genügt, also rational durch die Coefficienten der Differential- 
gleichung und den durch die Gleichung (56.) definirten Werth von u^ aus- 
drückbar ist, somit die Form hat 

(61.) Wi = n(x, y„ ... y., y)+F(x, y„ ... y., y)Mx,Yi,...Y^,y), 

in welcher 12 und F rationale Functionen bedeuten. Bemerkt man aber, 
dass, wenn man x einen solchen Umkreis machen lässt, dass y„ ... Y^, y 
ihre Ausgangswerthe wieder annehmen, während t/j in den anderen einzig 
möglichen Werth — «, übergeht, das Integral (60.) einen zweiten Inte- 
gralwerth 
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(62.) z, = u'^-^-logW 
liefert, und dass vermöge der aus (60.) und (62.) hervorgehenden Beziehung 

ersichtlich ist, dass FT. W eine constante Grösse sein muss, so ergiebt 
sich, dass die nach (61.) die Function Wi definirende quadratische Gleichung 
die Form haben wird 

worin c eine Constante und nach (61.) 

VS2(x,Y,,...Y„,yy-c = F(x, Y,,...Y„, y)ioy(x, Y,, ..7Y~^) 

sein muss; es folgt zugleich, dass W^ nicht rational durch a?, Vi, ... Y^^ y 

ausdrUckbar sein kann, wenn tii es nicht ist, weil F = also £1= ^c und 
daher W^ constant sein mtlsste. 

Da endlich in diesem Falle die Annahme nicht gemacht werden 
kann, dass alle algebraischen Integrale der reducirten Differentialgleichung 
rational durch die Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung aus- 
drUckbar sind, weil Wi selbst es nicht ist, so liefert die aus (60.) und (62.) 
hervorgehende Beziehung 

m'— W— -^'-lOgC = IT 

allein die Möglichkeit, aus Eigenschaften des Integrales ir auf die alge- 
braische Function u zu schliessen. 

Fassen wir alle diese Resultate zusammen, so ergiebt sich der fol- 
gende Satz: 

Wenn eine lineare nicht homogene Differentialgleichung 

ein am x und dem Logarithmus einer algebraischen Function von x algebraisch 
zusammengesetztes Integral besitzt ^ so lässt sich dasselbe unter der Voraus- 
Setzung, dass die reducirte Differentialgleichung kein aus x und dem Logarith- 
mus eines Zweiges des algebraischen Logarithmanden algebraisch zusammenge- 
setztes Integral hat, auf die Form bringen 

Äi = w + w,logri, 
worin 

entweder Wj und t?i rationale Functionen der Coefficienten der Differential- 
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1111(1 (liiH trariHrteiHlciite, aber von [^ogurithmen freie Integral 

Ix^MJtZt, 

», -= lV--llog(a:+}V-T), 

liiit hIho jfemiii die oben alH allgemein gültig gefundene Form (64.); ausser- 
<l(*in JHt mich 

a, -- -fV'-llog(a;-|j?'-T) 

ein Integnil derselben, und in die8em Falle 

«r ».. lV-1 log(a;+ )V- l)(a?- iV-l) = iV-l.logl = 2k7ii\'x^^. 

Dagegen wird eine lineare nicht homogene Uiiferentialgleichung, 
deren reduc^irte Differentialgleichung auch logarithraiache Integrale besitzt, 
Integrale ganz anderer Form haben können, wie z. B. die Differential- 
gleichung 

deren reducirte Gleichung die beiden Integrale 

z = x* und z = x^ log X 
besitzt, das algebraidch-logarithmiöche Integral hat 

welches also den oben gefundenen Formen nicht genUgt. 

Sei nun das Integral der gegebenen Differentialgleichung (1.) von 
der Form 

(65.) «1 = w + Wilogt?i+Mjogf?2, 

worin wiederum u, Wj, «/,, t?i, t?2 algebraische Functionen von x sein sollen, 
so dürfen wir zunächst die Annahme machen, dass zwischen den logarith- 
mischen Functionen logri und logf?2 nicht eine lineare Relation mit alge- 
braischen Coefficienten stattfindet, da wir im entgegengesetzten Falle das 
Integral 5^1 auf die früher behandelte Form zurückführen könnten; daher sind 
dann die algebraischen Functionen n^ und n. algebraische Integrale der redu- 
cirten Differentialgleichung, zwischen denen offenbar wieder die Existenz 
einer linearen homogenen Beziehung mit ganzzahligen Coefficienten ausge- 
schlossen werden darf, da die Relation 

k\Ui+ kiUi = 
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den Ausdruck (65.) in 



= « + «ilog/'-V^ 



tiberführen würde, welcher wiederum der schon behandelten Form der In- 
tegrale der Differentialgleichung (1.) angehört. 

Denken wir uns jetzt die algebraischen Functionen u^ «i,, u^ als 
Lösungen von mit Adjungirung der Grössen ar, Fj, ... 7«, y und t?i, «^ 
irreductibeln Gleichungen, und bilden eine algebraische Function t^ durch 
welche sich u^ u^ und «12 rational ausdrücken lassen, und welche selbst die 
Lösung einer mit Adjungirung von x, Fj, ... Y^, y^ v^ V2 irreductibeln 
Gleichung ist; dann werden, wenn die ^-Gleichung nicht linear ist, offenbar 
zwei der Lösungen dieser Gleichung, wie wiederum aus wiederholt dage- 
wesenen Schlüssen erhellt, wenn noch t?i, t?2 zu den Fundamentalgrössen 
der irreductibeln Gleichung hinzugenommen werden, die Integrale liefern 

2Sj = W + Mil0gt?i+tfjl0gt?2 

und 

«2 = u +ii[\ogVi+iii\ogV2^ 
woraus 

(66.) z> — Zi — u—u-\- (wi— M,) log t?i + («4—^2) log t?2 = w 

folgt, worin w eine algebraische Function bedeutet, wenn wieder angenommen 
wird, dass die reducirte Differentialgleichung kein durch jene Logarithmen 
linear ausdrückbares Integral besitzt. Da aber ein linearer algebraischer 
Zusammenhang zwischen logt?i und logt?2 ausgeschlossen war, so muss 
u[ = Ui und «4 = «f2 sein, und da dies für jede Lösung der irreductibeln 
^-Gleichung der Fall sein müsste, so wären Ui und Wa rationale symmetrische 
Functionen dieser Lösungen, also rational durch die Coefficienten der /-Glei- 
chung d.h. durch x^ 7,, ... Y„, y, «?,, ti darstellbar; in der Form des 
Integrales (65.) sind also stets w, ynd v^ durch die Coefficienten der gegebenen 
Differentialgleichung vnd die Logarithmanden t?i und e-i rational avsdrückbar. 
Da ferner aus (66.) u' — u=^w folgt, so ergiebt sich wieder, daas, wenn die 
reducirte Differentialgleichung nur in x^ Yi, ... Y„, y, üj, «2 rational aus- 
drückbare Integrale besitzt^ u sich von u nur um eine in x^ Yi, ... y„^ y, 
tjj, «2 rationale Function unterscheiden wird, was bekanntlich nicht angeht; 
also wird auch u =u für jedes / sein, somit auch u rational durch Xy Kp ... Y^^ 
y, t?,, t?2 ausdrückbar. 

Fassen wir ferner in dem Integralausdrucke (65.) Uy r,, t>2 aU 
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3t.> fjfsfSJffrtitr. möifr init^rait Hitearer micht homogener DifferentialgleiAmwgetu 

L%i«sUD^>a ;iI^bniisoher GleiehoDgen auf, welche mit Adjanginiiig von 
r. f . • . . 1*^ . f. »i* ». irredactibel sind, bestimmen eine algebraische Func- 
rion t al$ LCM^ong einer mit Adjangimug eben dieser Grössen irredoctibcln 
Gleichon^, darch welche sich m, ri, ti rational ausdrücken lassen , so er- 
hülrea wir die beiden Integrale 

3j = » +»ilogr;+i#2logri, 
waA djurafts wieder 

r' r' 

^'67.) 3»-3i = i«' - 11 +»1 log -^ + «2 log—' =fD, 

worin r ein algebraisches Integral der redncirten Differentialgleichong* ist, 
Ton der angenommen wird, dass sie kein durch diese LiOgarithmen linemr 
aoädr&ekbares Integral besitzt. Aus der Gleichung (67.) ergiebt sich aber 

näbeh den oben Qber logarithmische Gleichungen angestellten Betrachtungen^ 

* t 

iia*i5 entweder — ^ und — ^ Constanten sein müssen, oder dass zwischen tri 

r r 

miii »^ eine homogene lineare Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten 
begeht: nun war aber diese letzte Annahme von vornherein auszuschliessen^ 

weil iie die Integralform (65.) auf einen Logarithmus zurückführen lässt, 

r' r' 

anJ die Annahme, dass — ^ und — ' constante Grössen sind, führt nach eben- 

salls früher gemachten Auseinandersetzungen, da die eoustanten Grössen der 
Eigens«rhaft irreduetibler Gleichungen gemäss Einheitswurzeln sein müssen, 
aif die Beschaffenheit der r- Gleichungen, nur ganze Potenzen einer ganz- 
zahligen Potenz €" zu enthalten, wenn jene P^inheitswurzel eine ju^^ war; setzt 
man daher 

SO geht '65.'^ in 

(öS.) », = « + ^^logr. + -"Mogl, 

aber, worin Tj und V^ durch mit Adjnngirung von x, K,, ... Y^, y, «„ tr, 
irreduerible Gleichungen niederen Grades definirt sind, als es ©i resp. c^ 
waren *\ Legt man nunmehr die Form des Integrales (68.) zu Grunde 



*^^ Ist jenes constante Verbältniss eine erste Einheitswurzel, so dass v\ ^v,, 
r^ = t,, so wähle man einen anderen Werth von /; und finden diese Gleichheiten fDr 
jeiif^:^ / dtarr. «o sind r, und r, als rationale symmetrische Functionen aller Lösungen 
Aez t-^j.iti^Lz^Ti^ rational durch die Coefficienten dieser Gleichung, also rational durch 
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und verfährt mit diesem gerade so wie mit dem vorgelegten, so kann man 
durch Fortsetzung dieser Operation das Integral (65.) auf die Form reduciren 

(69.) i^ = u+^\ogW,+ J-log W2, 

worin Mi und M^ ganze Zahlen, Wi und Wi Auflösungen zweier linearen 

Gleichungen also rational durch x, Y^, ... Y„, y, Wj, w^ ausdrückbar sind, 

und u offenbar dieselbe Eigenschaft hat, wenn wiederum angenommen wird, 

dass die reducirfe Differentialgleichung nur in x, Fj, ... Y^, y, «i, u^^ rational 

ausdrückbare algebraische Integrale besitzt, wie aus der aus (69.) unmittelbar 

folgenden Beziehung 

u—u = w 
hervorgeht. 

Fassen wir endlich in dem Integrale (65.) die algebraischen Func- 
tionen «1^ ffj, tJ2 als Lösungen algebraischer Gleichungen auf, welche mit 
Adjungirung von x, Y^^ . . . Y^, y, u^^ f)^ irreductibel sein sollen, denken, 
uns wieder diese Grössen rational durch eine algebraische Function t aus- 
gedrückt, deren Definitionsgleichung mit Adjungirung derselben Grössen 
irreductibel ist, so werden sich aus wiederholt angegebenen Gillnden wiederum 
zweien Lösungen der /-Gleichung entsprechend zwei Integrale der Differential- 
gleichung ergeben 

55i = tt+Mil0güi+W2l0gf?2, 

«2 = w'+wllOgt?l + l/2lOgt?2? 

und hieraus wiederum 

(70.) Zi—Zx = u—u-{-u[\ogv[—Ui\ogVi = w, 

worin w ein algebraisches Integral der reducirten Differentialgleichung 
bedeutet 

Die Gleichung (70.) ist aber genau die frühere Gleichung (55.), und 
wir können daher, indem ich auf die für jene gemachten Auseinander- 
setzungen verweise, schliessen, dass sich das Integral (65.) entweder auf 
die Form bringen lässt 

(71.) zi = n + ^\ogWi+uAogv,, 
worin Ui und Wi rationale Functionen von x, y,, ... Y^, y, Ui^ v-z sind, 



X, Tj, ... Y^, y, Wj, u, ausdrUckbar; ist nun t?, = v^^ während v', von r^ verschieden 
ist, so muss offenbar ebenfalls das Verhältniss constant, also eine Einheitswurzel sein, 
und sieh somit eine Erniedrigung des Grades der r,-61eichung ergeben. 

7* 
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Während u wiederum unter jeuer beschränkenden Annahme für die alge- 
braischen Integrale der reducirten Differentialgleichung ebenfalls eine ratio- 
nale Function jener Grössen wird, oder es wird wie oben 

i/'j = ü)(x, y,, ... Y^, y, U2, ©2), vi-2£2(x, Y^, ... Y^, y, ti^, v^)vi+c = 0, 



Zi = u+]\x)(x, r,, ... Y^, y, fh, t?01og{i2(ar, Fj, ... F^, y, n,, t?^) 



+ F{x, y,,... Y,,,y,u-,,v.i)\Q}{x, Y,, ... Y^^y^u^^v^)]. 

Indem wir genau dieselben Folgerungen fUr u^ und f?2, als Functionen 
von j, yi, ... Y^y y, w,, t?i aufgefasst, herleiten, gelangen wir durch Zu- 
sammenfassung der gewonnenen Resultate und durch unmittelbare Ueber- 
tragung derselben auf Integrale von linearen nicht homogenen Differential- 
gleichungen mit beliebig vielen logarithmischen Transcendenten zu dem 
folgenden allgemeinen Satze: 

Wenn eine lineare nicht homogene Differentialgleichvng 



dx"* * dx' 

ein avs x und q algebraisch ron einander unabhängigen Logarithmen alge- 
braischer Functionen algebraisch zusammengesetztes Integral besitzt, so lässl 
sich dasselbe unter der Voraussetzung, dass die reducirte homogene Differential- 
gleichung kein aus x und den Logarithmen von Zweigen jener algebraischen 
Logaritlimanden algebraisch zusammengesetztes Integral hat^ auf die Form 

bringen 

z^ ^ u-hUihygVi+uJogv.+ '-' + u^logv,,, 
worin 

I. ?/i, Ui^ ... f/,, durch die Coefßcienten der gegebenen Differential- 
gleichung und die Logarithmanden f?j, t>2, ... ^o, 

IL die Logarithmanden r,, r^, ... t?„ durch die Coefßcienten der Diffe- 
rentialgleichung und Wi, Ui, ... u^ rational ausdrückbar sind, 
ferner 

lila, entweder u„, v„ rationale Functionen der Coefficienten der Differen- 
tialgleichung und der Grössen Wj, t^i, . . . ?/.,_i, t?„_,, w„^i, «„.^i, . . . u„, e^ sind, 

III ft. oder u^, v^ zwei irreductibeln quadratischen Gleichungen 

ui =■ (ü(x, y„ ... Y„, y, Ml, t?„ ... f/^_i, t?^_i, w^+i, t?„^„ ... u^, t?^,), 

tl -20(x, y,, ... Y,„, y, ?/„ ri, ... i/,_i, t?„_„ w^^„ t?„^„ ... u,, vj)v^+c = 

genügen, worin o) und il rationale Functionen sind und c eine Constante ist, 
so dass die Form des Integrales lautet 
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2, = u^\w(x, Y^,,.. y«, y, fi„ t?i,...ii,.i, tj^.i, fi^+i, f?a-n, ...tt^, f?„)log{i2(a?,...fi^,f?^) 

i/?e/i« F wiederum eine rationale Function von x, Yj^^ ... Y^, y, u^ t>i, ... «„.^ 
<\r-M *'a+M ^'a+u ••• ^^ü 9 ^Q bedeutet. In allen Fällen sind m,, «2, ... ti^ atyc- 
braische Integrale der reducirien homogenen Differentialgleichung^ und die alge- 
braische Function u ist 

IV. wenn die reducirte Differentialgleichung nur solche algebraischen 
Integrale besitzt^ welche in x, Fi, ... F«, y, tJi, «2, ... «^ oder in x, Fj, ... Y^^ 

y, ?/i, «2, ... fip orfer m J?, Fi, ... Y^, y, «i, t?i, Wj, t?2, • • • «a-l? «^a-l? ««a+l? 

«'u+i» • ' • '^Qy ^fi rational ausdrückbar sind, eine rationale Function dieser resp. 
Grössen. 

Es wird nicht überflüssig sein, den eben ausgesprochenen Satz an 
zwei verschiedenartigen Beispielen zu erläutern. 

Die Differentialgleichung 

d^z x-^ rf5 . x-^ x'-3 1,1 



dx' 2 rfrr ^ 2 " 2(0:'- 1) •^TTT '^ ^y^ ' 

deren reducirte Differentialgleichang 

d'Ä x-^ da x~~'^ __ ^ 

die Integrale 

1/1 = 0: und «2 = 0?* 

besitzt, hat das algebraisch-logarithmische Integral 

J5i = a;log(x+ lV—l)+a:Moga:,' 

in der That sind in diesem Falle die nothwendigen Bedingungen I. erftiUt, 
weil, wenn 

a;'-~3 1 ^ i _ 



gesetzt wird. 



t?j = x + F a; — 1, t?2 = X 



i_l_ ^'-^ ^ 



itr a? 



2(x*-1)r,-a; ^ 



ist; ferner II., weil 



^C^"-!) /i^ITi - y+'^ 0:11, ' 



endlich III 0. wegen der eben hingeschriebenen Beziehungen; in der vor- 



.>4 timt^sjffrjfitr^ mc^er imitgraU limearer midki homogener DifferentialgUidmmgemm 

Jü^^aa^a I^^tienHidsilgleichiiiig sind aber nicht bloss jene im allgemeiDen 
Sftc:^ x^D.^oier^n Bedingungen erf&llt, sondern es sind, wie man sogleich 
:2Deac. «.. r . •.. T: mmck raiiomale Fumctionen der Coefficiemtem der Oif^' 

indem durch Quadrirung der beiden letzten Beziehungen sieb 



r— ^jt"— I lEzui jr' als rationale Functionen von x und y ergeben« 

Sei Kruer die Differentialgleichung zweiter Ordnung gegeben 

bsrüL r±*iii*f£r% wieder die algebraischen Integrale 

«l = X, «2 = X* 

HsaczL i4} loz em Imegral derselben die Form 

3 = xlog^x + lx'— l)-f- x*Iog(l-T x^), 
niiL inu iö^ leiehk. dass, wenn wieder 

x»s«3r wir»L die Bedingung I. erfüllt wird, indem 

x^-3 I _^ (r.-l/3r.-2) ^ 

2'x*— r r -X > ' xrju. ^ 

!jK: ferner «lie Bedingung IL. weil nach der obigen Relation 
nmt '*omit 

) x'-3 I j^a^xTCI^Soi-xi^l ^ f, 

...VAI* 2^x'-1, »x'-I •' x(l-«.-xV«. 1 

iuc. w^ii^nn k die primiäve drine Einheitäwarzel bedeutet: nnd diese Glei- 
•>ann;r liefen \ir—\. aU rationale Function von x, y, ».: ansserdem ergiebt 

X. I^3xt^ 
x*i*^^ ''-•i- »''^•iri ;>, 7. r rarionale Functionen von x sind. 



X- 1 -.5Xt; I . i 



r 



2 r^ 



:V)x'l-l = H.9^P-1''-rx 
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oder durch Quadrirung 

$'lf)' -[(t^.y + fy+2gra:] = \2q{u,y +p) + r'^x]x^ + [2r(u,y ^p) + q^^ 
oder endlich durch nochmalige Quadrirung 

und aus den beiden letzten Gleichungen folgt x^ also auch f?2 = 1+ x* als 
rationale Function von ar, y und «I2, so dass IL erfüllt ist. Ferner wird 
wiederum III a. genügt, weil 

und a:*= f?2— 1 ist. Auch hier sind, wie man leicht sieht, u^^ f?i, «2, «2 sogar 
durch o: und y rational ausdrückbar; ein Beispiel für den Fall 1116. ist 
bereits oben bei der Integralform eines Logarithmus angeführt worden. 
Wir gehen nunmehr wieder zu der Form des Integrales 

(72.) Äi = ««+fiilogt?i+tfjlogf?2 

zurück und wollen untersuchen, ob sich nicht auch Folgerungen für die 
Art der Ausdrückbarkeit der in demselben vorkommenden algebraischen 
Functionen durch die Coefficienten der Differentialgleichung allein ergeben. 
Lassen wir nämlich x einen geschlossenen Umlauf von der Art beschreiben, 
dass Fl, ... Y^y y ihre früheren Werthe wieder annehmen, so wird sich 
ein zweites Integral 

(73.) «2 = w'+«illogt?I + ttilogf?2 
ergeben, das wiederum, mit Zi zusammengestellt, 

(74.) «2— «1 = fi'— w + «ilogrI— tfilogtJi+t4logt?2- W2logt?2 = fr 

oder, wenn die nach der flir die reducirte Differentialgleichung gemachten 
Annahme algebraische Function 

!£? — fl'+fl - W 

gesetzt wird, 

(75.) w'ilogt?! — i/ilogtJi + wUogtJi — tt2logf?2 == W 

liefert, und an diese Gleichung sollen sich die weiteren Betrachtungen 
knüpfen. Da aus (75.) nach der oben ausgeführten Untersuchung 

(76.) k[u\-k,u^'^kW2-lfzUi = 



PAf!^ ^*/f^ u, k^ y, y, £<m&^ yjim^ck \0^i0'X0SL, 

f/^ihi^A^'S j^A.\^'\'iti^A <i\x^^A tul0cti wr vom a!«^ ftOfTiist^KL 

r g f 



o<Ji ; 






<^ ^»^ 



<^ 






^' 






r 



* 



< iiH^ «oiifttaiiti^ ^/io«-ti:, >jt hi'.*MiwU'. zwivrtj'rn ;r^f.zzaijligefj Potenzen von 
h«;i-jifif/<'M «iiH'f fin''lfj'^ffti<:lri ^'fU'M'Mnuy:^ «riri 'ron^tanri:«» VerhältnÜ!«. was nur 
iln l'iill M'Jii k;iiiii, wi'jiii k\ //, o*l<:r h] - - k, i-t*^. In diei»em Falle 

hl wi'Ii'Ikt /t,, /l^, ... /<y Fiiiif^tioni;ri von x hiihI, urj'l 

(fl.) l ■ : r, od<!r «'; "- ri^, 

wtnin /4 iiiiil V f(iiii'/ii Ziilih'ti untl /; nwui Coimtante bedeutet, ho Uhhc man x einen 
lliiikirU lichrlinihrii Voll <l(tr Art, (laMH «, in «^, alHO i^ in eine andere Losung t, ttber- 
f^olil, N(Mliiiiii dcMiNC'Ihfii IltnkrdM, witlHier ir, in i, und #, in t^ überführt, und lasse 
rboii tli(*H(Mi lliiikrt'iN din Viiriabln x ho oft wiederholen, biH man wieder auf t, ge- 
führt N\ir(l /n rint^in andc^rrn ber<*itH da^eweHcnen m kann man nicht geführt werden, 
hovor iniiti auf #, ntnHHt, weil, wenn der OykluH z. B. lauten würde 

Ä. 9,. *j . • • "jfc 

Äg j'j '4 . • • «1 » 
dorsolho ruihiuf do« ^ howoIjI /r^ alH auch «a zu jt, führen würde, also in *, sonst 
vorsohiotlouo Worthr der Function zuHainment'allen niüSHten, was immer ausgesehlossen 
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wird aber 



entweder «?] = c,t?2 oder v'zVz = Ca, 



werden kann, weil wir als willkürlichen Ausgangs werth für x keinen mehrfachen 
Punkt der Function zu wählen brauchen. Es werden sich somit aus (/9.) die Glei- 
chungen ergeben 



5^ = CS\ 



s'i = CS^ 



Äj' = cs\ 



oder «3 = c-"«^, 

s^ = c~f*s^ = cf" f's)^^ , 



5^ = CA»' , 

9 Q-^ 



Sf = CS*" 

I <i 



und hieraus 



oder 



yQ-2 



(JL)> 



V q — l 



o-\ 



5, = C^ 



1 »'.>''. 
— + — r + — r + --- + 



y?-^ /y\Q 



(y.) 



^? ,y^ 



(^)'- = (I) 



(zZi: 



— V 



S^ = cf* 

d. h. es wäre ä, eine Constante, was nicht mit der Irreductibilität von (a.) verträglich 
ist — nur dann wäre dieser Schluss unrichtig, wenn /ä = v oder wenn fi = — v und 
Q gerade, weil dann s^ aus (y.) verschwindet. Wenn fi =^ v ist, dann wird das Verhält- 
niss der beiden Lösungen constant, also bekanntlich gleich einer Einheitswurzel, und der 
Grad der Gleichung somit durch Einführung der entsprechenden Potenz der Variabein 
reducirbar; ist fi ■= —v, so ist das Product der beiden Lösungen constant, also s^8^ = c; 
lässt man nun in der letzten Gleichung x einen solchen Umlauf machen, dass M^ in s^ 
übergeht, so wird, wenn aus s^ 5, wird, die unverändert bleibende algebraische Re- 
lation «3«j = c lauten, und daher durch Division 5, = ä, sich ergeben, was nicht sein 
darf; also wird der Umlauf, welcher «, in s^ überführt, zugleich s^ in s^ überführen 
müssen, und da aus der obigen Relation auch s^s^ =c folgt, so gilt dasselbe auch 
für 5, und s^, d. h. es gilt für je zwei Lösungen der irreductibeln Gleichung, welche 
nothwendig von paarem Grade sein muss. Wir können aber auch im letzteren Falle 
die constante Beziehung zwischen je zwei Lösungen der Gleichung leicht durch eine 
Eigenschaft der Coefficienten der Gleichung ausdrücken, indem, wenn X = 2q gesetzt 

wird, wegen *, = — aus den beiden Gleichungen 



8 



s]9+^^^^^cs 



8'\9 + A,s]e-'+A,s]9--' + ... + A2q^2s',+A2,-iS,-{-A2^ = 0, 

Ä2n-2 - ^- «^...^_^^2^_2^2^ JLe2e-lÄ^4- ^ 



2o-l^ -^g-^ C^S^,9-^ 



1 



C^Q = 



^2q AZo /12p /*2p 

wegen der vorausgesetzten Irreductibilität der 5-Gleichung 



-^2^ = 



i 



oder 



l2e 



C^^, 



A A 



L2e 



C2?-1, 



A = 



j42^^_ 3 
A20 



2? 



A=^^ 
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Ao^i = Ao^i C, 



A2q 

An=-A, 



8 
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worin Ci und e, Constante bedeuten, d. h. 

entweder logri = logr^ + logCi oder logri = — log €2 + logCj ; 
ferner ist aber ans der Gleichung (77.) sofort zu sehen, dass in dem Falle^ 
in welchem der dritte Logarithmand constant ist, auch die beiden ersten 
Logarithmanden es sein müssen, weil sich sonst vermöge der Periodicitäts- 
moduln der Logarithmen eine Beziehung von der Form 

fC,u[-K^u, = 
ergeben wflrde, and wie frfiher auseinandergesetzt worden, ein rationales 



fol^ and daher die Gleichang (a.) selbst die Form annimmt 
oder darch Dirision mit if 

[" +(^)i + ^. [-+ (Tn+ '<.[-+(Tr ] +■•■ 

setzt man endlich hierin 



.+i = .. 



also 



»•+(y)'=«'-2c, 
SO wird, weil allgemein 

[-+(t)"][-+t] = H+(Tr>4--+(Tr]- 

•-+(t)" 

eine ganze rationale Fanction m^ Grades von t, und die obige Gleichung geht somit 
über in 

worin die Grössen B ganze lineare Functionen der A sind. Eis lässt sich also der 
Grad der Gleichung (a.) in diesem Falle auf die Hälfte desselben durch Einführung 

der irrationalen Substitution «H = < erniedrigen. Wir erhalten daher den folgen- 
den Satz: 

In einer irreducliheln Gleichung mit variabeln Coeffidenien können nur dann str«i 
ganzzahlige Potenzen zweier Lötungen derselben in einem constanten Verhältnisse stehen, 
wenn die Potenzexponenten absolut genommen einander gleich sind; sind sie selbst ein- 
ander gleich, so ist das constante Verhältniss der beiden Lösungen eine /a'* Einheitsumrzel, 
und die Gleichung kann durch Substitution einer neuen Variabeln für die fi** Potenz der 
ursprünglichen in eine irreductible t>on einem Grade, der der ^'^ Theit des früheren ist, 
verwandelt werden; sind die Exponenten jedoch absolut genommen gleich aber dem Zeichen 
nach entgegengesetzt, so dass das Product der Lösungen constant ist, so wird stets die 
Gleichung durch eine in der ursprünglichen Variabeln quadratische in der tteuen Variabeln 
lineare Substitution auf eine andere reducirt werden können, deren Grad die Hälfte des 
früheren ist. 
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VerhältniBS von u[ und «i nothwendig erfordert, dass wj = «i oder nj = — ti, 
idt, was, wenn wir den Fall ansschliessen *), dass jener Verzweigungspnnkt 
von Ui^ den wir umkreisten, ein einfacher ist, nicht stattfinden kann. 
Ist aber 



so folgt 



-•'"• 


X 


' - C und 


*>.' -c 


, 1 ^~ v/ ituu 


«'*' 


»;*■ 


K, 


.*'. " 



WO K wiederum constant, also /fl = ±/fi, und somit auch 

entweder log«! = log<?i + logöi oder logt?! = — log tJi + log «2- 
Es geht daher das zweite Integral (73.) in 

und die Differenz zwischen den beiden Integralen (72.) und (73.) in 

über, so dass sich, da zwischen log<?i und \0gv2 keine lineare Beziehung 
bestehen darf, w'i = +f/i, i4=+fi2 ergiebt; schliessen wir nun wiederum 
den Fall aus, dass sich in dem betrachteten Verzweigungspunkte von u^ nur 
zwei Zweige mit den entgegengesetzten Werthen vereinigen, so folgt, dass, 
wenn man x um irgend einen Verzweigungspunkt von ti^ einen solchen ge- 
schlossenen Umlauf beschreiben lässt, dass yi, . . . y«, y ihre Ausgangswerthe 
wieder annehmen, nothwendig, wenn jener Verzweigungspunkt nicht ein 
einfacher mit entgegengesetzten Werthen der beiden Zweige ist, der dritte 
Logarithmand der Gleichung (77.) variabel sein muss. 

Nur dann würde der eben gezogene Schluss hinfällig, wenn die 
Function Ui gar keine Verzweigungspunkte hätte d. h. rational durch x, 
^11 • • • ^my y ausdrückbar wäre, oder nur einfache Verzweigungspunkte, 
in welchen sich entgegengesetzte Werthe der Function vereinigen. Dann 
wäre aber, wie unmittelbar zu sehen, Wi eine eindeutige Function, oder 

u] = a)(x, Fl,... r„„y), 

worin co eine rationale Function bedeutet. 

Ist aber nun der dritte Logarithmand der Gleichung (77.) variabel. 



*) Dieser Fall wird nachher berücksichtigt werden. 

8 
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80 muss es auch der erste sein; denn wäre dieser constant, so ergäbe sich 
wieder vermöge des Periodicitätsmoduls der Logarithmen die rationale ganz- 
zahlige Beziehung 

f^i^i+fh^h = 0, 

welche von vornherein ausgeschlossen war, und es liefert daher die Glei- 
chung (77.) eine Beziehung von der Form 

(79.) f,fi[-l,u,-l,u, = 0, 

worin wir Z^, also auch l[ von Null verschieden annehmen dürfen. Stellt 
man nun (76.) mit (79.) zusammen, so ergiebt sich 

(80.) u[ = pi «ii + 92 «2 , U.2 = Gl fii + a^ «2 , 

worin Pi, P27 ^n ^2 rationale Zahlen bedeuten. 

Lassen wir nun die Variable x noch einmal denselben Umlauf 
machen, so werden sich die den Gleichungen (80.) entsprechenden Bezie- 
hungen ergeben 

(81.) u[' = q[ «1 + P2 «2, «2' = o[ Ui + o!^ V2 

und aus (80.) und (81.) 

(82.) ul = m[ «1 + ^ tti, ti^ = m-i wi + ^h ^hi 
worin fiti, ml, ms, ^2 rationale Zahlen bedeuten, und es hat somit u^ — nud 
dasselbe können wir von ti2 aussagen — die Eigenschaft, dass in der das- 
selbe definirenden , mit Adjungirung von a:, Kj, ... Y^^ y irrednctibeln 
Gleichung in jedem ihrer mehr als einfachen Verzweigungspunkte je drei 
Lösungen, welche auf einander folgende Elemente je eines Cyklus sind, zu 
einander in homogener linearer Relation mit rationalen Coefficienten stehen*). 



*) Es mögen au dieser Stelle einige Worte über die Entwickelung solcher Func- 
tionen, welche für drei Elemente eines Cyklus eine homogene lineare Relation ihrer 
Zweige liefern, hinzugefügt w^erden, die, wie sogleich zu sehen, auf den Fall der 
linearen Beziehung von n Elementen unmittelbar übertragen werden können, und die 
wir später bei der Untersuchung der Integrale, in welche höhere Transeendenten 
eintreten und welche mit der complexen Multiplication der ^l&e/schen Integrale zu- 
sammenhängen, brauchen werden. 

Sei a der Verzweigungspunkt des Cyklus, und sei die Entwickelung von 1«, 
in der Umgebung von a 



m— 1 



(1.) u, = Vo+V'iC«— a)'^+Va(^— «)'"+-- + V'm-i(aJ-a) "• , 

worin Vo^ V'n ••• Vm-i nach ganzen Potenzen von «—a fortschreitende, für die Um- 
gebung von a gültige Reihen sind, so wird 

(2.) u\ = v/o+ *V,(^-«)"+*Vo(a?-o)-+-+ f"->«-i(a;~a) - , 

_L — w~i 

(3.) < = Vo + «Vi(«-«)"'+«V2(a?-a)"' + -+«'^"-^Vm-i(^-«) "• , 
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Nachdem nun die Beschaffenheit der Functionen u^ und th festge- 
stellt worden, bestimmt der oben allgemein bewiesene Satz, dass r^ und ea 



2n 2n 
worin « die primitive m** Einheitswurzel cos [-tsin bedeutet Soll nun zwi- 

^ mm 

sehen den drei zu einem Gyklus gehörigen auf einander folgenden Lösungen u^^ u\^ 
u'l eine homogene lineare Relation von der Form 

(4.) a,n,+a[n\+ay; = 

bestehen, so muss nach (1.), (2.), (3.) die Beziehung befriedigt werden 



(5.) 



(o, +a\ +<) v„ +(0, +a\ t+a';t*)xf>X'>-a)'> + 



m—X 



Da aber aus einer Beziehung 



+(a,+a;*«-i + <£2("-i))i//m-i(a:-a) - = 0. 



m— 1 



(6.) A, + AXx-a)"^+A,(x-a)-^+...+A„,.i(x--a) -* =0 
durch Umkreisung von a sich die Gleichungen ergeben 

A,+ A,e(x-a)-^ + A,6Xx-ay^+>.^ + 



(7.) 



m— 1 



^«_i««->(a?-a) - = 0, 



-L _L 
A^+A^e^-Xx-a)"^ +A^i^^"'-^\x-ay^-\ [-^m-i«^"-*^^"-^K^ 

und aus (6.) und (7.), da die Determinante 

11 1 ... 1 

1 *• e* 



m— 1 



— a) « = 0, 



6' 



1 6«-l fH«-!) . . . «("»-IX»»-!) 

von Null verschieden ist, 

ii^ = /4, = ^4, = ••• = il«__i = 

folgt, so werden nach (5.) die Beziehungen bestehen 

f(a,+ a[+ OV'o 



(8.) 









0, 
0, 
0, 



Es ist sofort ersichtlich, dass höchstens zwei der Functionen t//^, t/;,, ... Vm-i 
von Null verschieden sein können; denn im entgegengesetzten Falle mUssten minde- 
stens drei Gleichungen der Form bestehen 

Ol +<«''. +a;'*2r, = 0, 

a,+o;*'*«+a;V'-« = 0, 

a,+a[s'»+a'y^^ = 0, 

worin r^, r,, r^ verschiedene Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ... m— 1 bedeuten, was 
nicht möglich ist, da die Determinante 

1 «''' *2r, 
1 e''a 6^''» 

in welcher i eine primitive m^ Einheitswurzel sein sollte, nicht verschwinden kann — 
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sich mit Hülfe von Xy Y^^ ... Y^^ y, u^^ tr, rational ausdrucken lassen, and 
fassen wir nunmehr alle die erhaltenen Resultate zusammen, die sich an- 
mittelbar auf Integrale ausdehnen lassen, welche eine beliebige Anzahl 
logarithmischer Transcendenten enthalten, so ergiebt sich der folgende Satz: 
Wenn eine lineare nicht homogene Differentialgleichung 

ein aus x und Logarithmen algebraischer Functionen von x algebraisch 2if* 
sammengesetites Integral besitzt, so lässt sich dasselbe unter der Voraussetzung, 
dass die reducirte Differentialgleichung kein aus x und den Logarithmen eOH 
Zweigen der algebraischen Logarithmanden algebraisch zusammengesetztes In- 



hieraus folgt, dass vermöge der Gleichung (8.) höchstens zwei der t^-Functionen von 
Null verschiedeu sein können, und somit in der Umgebung eines beliebigen Verzwei- 
gungspunktes a die Function u^ die Entwickelung haben njuss 



r, 



(9.) M, = Vr.C^-flf)-^!^.^^-«)*. 

worin V'r, und \pr. in der Umgebung von a gültige, nach ganzen Potenzen von x — a 
fortschreitende Reihen bedeuten. Daraus ergiebt sich aber die zwischen je drei Werthen 
eines CHklus bestehende lineare homogene Relation, da aus (9.) noch die beiden Be- 
ziehungen folgen 

[ U\ = **-' l^r.C-^ — «)" + «''• Vr,(^— «)" » 
(10.) n. r^ 

lll'/ = i^r,^^{x^a)'^ +t'r,^r,{x—ay , 

aus denen, wie man unmittelbar erkennt, folgt, dass 

(11.) ||';_(*r.^^r,)„r_|.^r,^r,„^ ^ Q 

ist. Durch eine solche Beziehung zwischen je drei auf einander folgenden, zu einem 
Cyklus gehörenden Zweigen der ti-Function ist dieselbe cbarakterisirt und zwar so, 
wie oben fQr den Fall, dass zwischen zwei zu einem Cyklus geliürigen Zweigen eine 
homogene lineare Relation besteht, welche bekanntlich für den Quotienten der beiden 
Functionalwerthe eine Einheitswurzel liefert. Sollen nun, wie es oben in der Glei- 
chung (82.) der Fall ist, die CoeHicienten der linearen Relation rationale Zahlen 
Pein, so werden f''>'^* und «''•-f-^''' rational sein müssen; ist also m d. h. die Anzahl 
der Windungen um den betrachteten Verzweigungspunkt herum eine Primzahl, so 
wird «'''-f-^' nur dann eine rationale Zahl sein können, wenn m = 3, also r, = 1, 
r^ — 2 ist, und somit die Gleichung (11.) in 

übergeht, wobei u^ um den dreifachen Windungspunkt herum die Entwickelung hat 

w, = V,(-P-a)^ + V,(^-«)*, 
und dasselbe würde für jeden Verzweigungspunkt von m, gelten, — die Functionen u 
und u^ können also, wenn sie überhaupt nur Verzweigungspunkte von einer Primzahl 
von Windungen besitzen, nur Windungspunkte zweiter und dritter Ordnung haben. 

Es ist klar, dass Formen wie m, = ^f^{jc, l,i... ^m,y)n worin w eine rationale Func- 
tion ist, den Bedingungen genügen. 
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legral besitzt, auf die Form bringen 

worin 

entweder «i, tfj, . . . w^, f?„ f?2? ... f ^ sämmflich rationale Functionen der 
Coefßcienten der Differentialgleichung sind, und auch u denselben Charakter 
hat, wenn noch angenommen wird, dass die reducirte Differentialgleichung nur 
in den Coefßcienten der gegebenen rational ausdrückbare Integrale hat, 

oder es sind einige der u„ mit den zugehörigen v^ rationale Functionen 
der Coefßcienten, während die übrigen irreductibeln quadratischen Gleichungen 
von der Form 

(83.) ul = iv^(x, y„ ... y^, y), vl-^2n^(x, r„ ... Y^, y)v, + c = 

genügen, worin c eine Constante, lo,^ und S2^ rationale Functionen der Grössen 
X, Fl, ... y^, y von der Art bedeuten, dass 

ya)a(x, y,,... Y„„y) 

worin F eine rationale Function vorstellt, 

oder endlich — und dies ist der allgemeine Fall, in welchem auch die 
früheren enthalten sind — es genügen «i, «i^, ... u^ mit Adjungirung der Coef- 
ßcienten der Differentialgleichung irreductibeln algebraischen Gleichungen von der 
Art, dass um jeden Verzweigungspunkt derselben zwischen p+1 Elementen eines 
Cyklus ein homogener linearer Zusammenhang 

(84.) c,w„ + cL< + c>:+...+ ci^>fiS^> = 0») 

besteht, in welchem c.., c^, ... c];^ ganze Zahlen bedeuten, während t^i, «2, ... v^ 
sich mit Hülfe der Coefßcienten der Differentialgleichung rational durch u^^ 
Ul. ... ti,, ausdrücken lassen. 

In allen Fällen sind tii, U2, ... u^, particuläre algebraische Integrale der 
reducirten Differentialgleichung, 

Nachdem die Frage der rein logarithmischen Integrale der nicht ho- 
mogenen linearen Differentialgleichungen erledigt worden, gehen wir jetzt 
zur Behandlung der Transcendenten über, welche Quadraturen höherer 



*)^Wie die Coefficienten dieser linearen homogenen Relation sich aus den Ein- 
heitswurzeln zusammensetzen, geht aus der vorigen Anmerkung hervor, und man wird 
wie dort unmittelbar schliessen können , dass fUr drei Logarithmen die Functionen 
•'n "«1 **«> wenn sie nur Verzweigungspunkte von einer Primzahl von Windungen 
haben, höchstens Windungspunkte fünfter Ordnung haben dürfen u. s. w. 
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Ordnung sind und eben soleheu Differentialgleichungen Genüge leisten. 
Es war oben, bevor wir in die eigentliche Untersuchung eintraten, die 
Beschaifenheit einer logarithmischen Gleichung von der Form 

(85.) WilogtJi+«i^ilog«?.^ + ---+fi^logf?^ = u> 
untersucht und zunächst gefunden worden, dass, wenn ti„ »2, ... u^ Constanteu 
sind, welche mit ai, o^, ... «^ bezeichnet wurden, w nothwendig auch eine 
Constante sein muss; es ist selbstverständlich, dass der analoge Satz nicht 
allgemein für Abehc\\Q Integrale gelten wird, indem eine Relation der 
Form 

(86.) a,Jf,(8,w,)ds+a,y'y,(js,w,)d8 + ''-Jt^a^^^^ = tr, 

in welcher /l, /i, . . . /J, rationale Functionen, tr,, w^, . . . w^ algebraische Irratio- 
nalitäten von s, und «i, «2, ... s^ algebraische Functionen von x bedeuten, 
auch für variable tc bestehen kann, wie dies z. B. beim AbeUchen Theo- 
rem für Integrale zweiter Gattung mit derselben Irrationalität der Fall ist. 
Sind aber die Integrale der Gleichung (86.) sämmtlich Integrale erster Gat- 
tung, 80 Nifiss w offenbar eine Constante sein ; denn wäre fr eine algebraische 
Function von x, so würde dieselbe für irgend ein x unendlich werden, 
während die linke Seite als eine Summe von mit Constanten multiplicirten 
Integralen erster Gattung stets endlich bleibt. Aus der logarithmischen 
Beziehung (85.) war vermöge der Periodicität des Logarithmus eine homo- 
gene lineare Relation zwischen den Grössen Oi, a^» ••• «^ gefolgert und hieraus 
wiederum, wenn angenommen wurde, dass nicht schon zwischen weniger 
als jenen p Logarithmen eine algebraische Beziehung bestehe, durch wie- 
derholte Anwendung desselben Schlusses der Satz, dass die Grössen a„ 
a.. ... a^ rationale Zahlen sein müssen, hergeleitet worden. Wenden wir nun 
eine ähnliche Schlussweise auf die Gleichung (86.) an, in welcher wir 
wiederum die Integrale als solche erster Gattung voraussetzen wollen. Ge- 
Lv.-e die algebraische Function w^ zum Geschlechte p„, und sei 

v\- iirficke man in der Gleichung (86.), um die grösste Anzahl möglicher 
riclürlon^n zu erhalten, sämmtliche algebraischen Grössen ir, *i, *2, ... «p_, 
^'-to acch W'/si). w/s,]. ... fr^«i(«^_,), »r^(«t,), als algebraische Functionen 
-/...:; $ auÄ. dann werden, wenn man das letzte Integral auf einem Wege 
r-i.'h *. frihrt. welcher einen der 2p^ Querschnitte einmal schneidet, im 
A .ji-Trr.eiL^n die anderen Grenzen und Irrationalitäten ihre Werthe geändert 
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haben, indem innerhalb der beiden für «^ in Betracht gezogenen Integrations- 
wege Verzweigungspunkte jener Functionen liegen können; beschreiben wir 
nun denselben zweiten Weg bis s^ und sodann den aus den beiden Wegen 
bestehenden geschlossenen Weg von s^ bis «^, so oft, als das Product der 
Elemente der Cyklen aller in Betracht kommenden algebraischen Functionen 
von 8^ für die Verzweigungspunkte beträgt, die innerhalb dieses von den 
beiden Wegen eingeschlossenen Raumes liegen, so werden w, *i, ... *^_„ 
fri(«i), ... fro_i(*p_,), tTpC«^) ihre früheren Werthe wieder annehmen, und 
die dazugehörigen Integrale erster Gattung somit nur um ganze Vielfache 
ihrer 2p Periodicitätsmoduln zugenommen haben, während sich das letzte 
Integral um ein so grosses Vielfaches dieses einen Periodicitätsmoduls ver- 
ändert hat, als die Anzahl der vorhin zurückgelegten geschlossenen Um- 
läufe beträgt; dasselbe können wir für jeden der 2p ^ Querschnitte des letz- 
ten Integrales ausführen und erhalten somit, wenn die 2/?„ Periodicitäts- 



moduln des Integrales 






mit 



i\„\% Ha')« . . . Äfl 



al? **a27 



k: 



op^5 "aU **o2? • • 

bezeichnet werden, die folgenden 2p^ linearen Gleichungen zwischen den 
Constanten Coefficienten Oi, Ö2, ... a^ : 



(87.) 



öi[ »11*^11+ . . . . 



+ »ip, f([p] + 



+ »J~l,P^_l'^C'-lj>^,-l] 



+ ^^^QP^^QPg = Ö' 



ai[.<^iiÄ'ii+ • • • • 



+ -<'fü + 



+ ."p-i^p-.i^(»-i#p-iJ 



+ a Hl i/f^i = 0, 



öi[^iiÄ'ii + 



+^;p.^j+ 



+ap-.i[y^_u/r^-i,i-|- 
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welche an Stelle der für die logarithmidcbe Relation gefundenen ganzzahligen 
linearen Beziehung zwischen den Grössen Oi, a», . . . a^ treten. 

Aber nicht bloss, wenn die in der Gleichung (86.) vorkommenden 
Integrale erster Gattung sind, kann man behaupten, dass w eine Constante 
sein muss; es ist sofort zu sehen, dass^ wenn diese Integrale s. B. Imlegtale 
dritter Gattung y d. h, solche sind, welche nur in zwei Punkten logarithmisch 
unendlich werden^ allgemeiner solche Integrale, welche in beliebig rieten Pumk- 
ten logarilhmisch und nirgends algebraisch unendlich werden, ebenfalls w com- 
stant sein muss, weil es sonst nur algebraisch unendlich werden könnte, and 
dass offenbar eine homogene lineare ganzzahlige Relation zwischen den Grossem 

Ol, Ö-2, . . . ö^ 

&iai + /r,a,+ -+Ä.,«e = 

stattfinden wird^ wenn die Coefficienten der logarithmischen UnstetigkeitsfuHC- 
tionen der in (86.) torkommenden Integrale rationale Zahlen sind — denn sei 
«a ein Werth von s^, für welchen das Integral 



/ '7(*. ^u)ds 



algebraisch -logarith misch unendlich werde, so dass die Unstetigkeitsfunc- 
tion lautet 

AJog(s^-a:)+BXs.-a:) "+C,(.v„-aJ " +...+ff„(^^-flJ ^, 

und entspreche, indem »„ als algebnüsche Function von s^ ausgedrückt war, 
dem Werthe s^ = a^ der Werth «,, = a^,, so dass in der Umgebung von a^, a« 

s,-a^=pu(s,-a,y'' -\-p,{s,'-a,) "" +•" = p,,(s,-a.y'' ;l + 9i(«.~o,) "" +—;, 
also 

log («,- a„) = log/),, + -^ ■ - log (»„ - a„) + r. (»,, - o,,) ' " + n (»^, - o„) -" + • . • 

ist, dann wird, wenn dem s„ — a„ die Werthe «„_i=o„_,, ... «, = o, ent- 
sprechen, weil die logarithmischen Unstetigkeiten sich wegheben müssen, 
die Beziehung bestehen 

A, -'"-^a.+ A, ^'-a,r- + A.._,-^''-'-a„_, + A.,a„ = 0, 

I 'i »«—1 



X % 



und somit unter der Voraussetzung, dass /J,, ... A^ rationale Zahlen sind, 
eine homogene ganzzahlige lineare Relation zwischen «i, o^,, ... «„ — und 
dieser Fall der rationalen Coefficienten der logarithmischen Unstetigkeits- 
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glieder tritt offenbar gerade in dem früher behandelten Falle der Relation 
zwischen Logarithmen algebraischer Functionen ein *). 
Ist dagegen die Relation vorgelegt 

worin iii, «2, ... u^ algebraische Functionen bedeuten, so wird auch für 
Integrale erster Gattung ir eine algebraische Function von x sein können, 
und man sieht unmittelbar, dass zwischen den algebraischen Functionen 
«1, «2, ... u^ genau solche Gleichungen bestehen , wie die durch (87.) ge- 



*) Was die allgemeinste Beziehung zwischen i46«/schen Integralen mit algebraisch 
von einander abhängigen Grenzen betrifft, so verweise ich auf den Abschnitt über Trans- 
formation in meinen „Vorlesungen über die Theorie der hyperelliptischen Integrale", 
sowie auf die im 89. Bande dieses Journals erschienene Arbeit über „die ßeduction 
-Afce/scher Integrale auf elliptische", und füge hier nur mit Benutzung der in der vor- 
liegenden Arbeit gewählten Bezeichnungen die für ^6e/sche Integrale gefundene all- 
gemeine Beziehung hinzu, insoweit dieselbe zum eingehenden Verständniss der fol- 
genden Untersuchungen in Betracht kommt. Wir haben a. a. 0. die folgenden Sätze 
gefunden : 

I. Man erhält die allgemeine aus der Beziehung 

(}') j''fX9,w,)ds-\- l'f^{s,u);)ds^ V lfy{s,Wy)ds = u-\-A,\osT^,^ Hi4^1ogr^ 

sich ergebende und ihr äquivalente Relation zwischen Abe Ischen Integralen in der Form 

-ff/+C,logW,-fC,logFr,+ ... + C,logff'z, 

worin 8 eine ganze Zahl, f/, W^,, ... ^x rationale Functionen von *,, und tr,(j,), C,, ... Ci 
Constanten, S^^, S^^, . . . S^^^^ die Lösungen einer algebraischen Gleichung 

(3.) S''8+Fs,(s„wXs,))S''^-' + - + F3,^(s,, «,,(»,)) = 

sind, in welcher Fs,j . . . Fspj. rationale Functionen bedeuten, und 

(4.) ».(SJ,«)) = ß,(,„ «,,(,.), S^-)) 

ist, worin Si wiederum eine rationale Function ausdrückt, 

II. In der Beziehung (1.) zwischen Ab eischen Integralen, welche sich auch in 
(2.) umsetzen Hess, giebt es stets zu jeder dort vorkommenden algebraischen Irrationalität 
gehörige Integrale erster Gattung, welche gleich sind der Summe von p Integralen erster 
Gattung, welche zu einer beliebigen der anderen algebraischen Irrationalitäten gehören, 
worin p das Geschlecht eben dieser Irrationalität bezeichnet, und die Grenzen dieser 
p Integrale sowie die zu diesen Grenzen gehörigen Irrationalitäten die durch die Glei- 
chungen (3.) und (4.) deßnirten Eigenschaften haben, dass also für Integrale erster Gat- 
tung die Beziehung besteht 



/ (p(8,w,)ds = j;/ (li{s,ws)ds, 

'■ 1 %.' 






V'.r^ z m I f'M,^ 44 >^ I r ^^'T u^ -•./'' 



«. 



l UWiifßUt'jt Ck: ^.*f*zXVj:\KU*Mk Ck: /rj^'r-'/rL-rCi I iT-rrcILTiil^irlTlltL^r sein a«>lleil. 

I^Äfii* ;ri''*/* <:*,, w<:Mi f,>r.r * . r * . *. 4r * . ... #. «r, # ««Ib^ schon 
ntUhu'A\ *'u:t'\i Cit'.t^: ^ jf^xt'rl'A.ZKU ^^::*ßir^l*:K'^f^: ^Iz^'L jc»:«cIi:aI1* n«x*h ein In- 



* - . .'# _ ,-# 



^.10,, «, //'«/ r/n.v-^dM-n I 7#.*^ </# «^/ 7/f,«-;d#, 



woiiii //', r. /r V^. *,. «r /* . ...#,«-♦ rririrr ändcrrfi L«.Wuns: der in 
iM'.kaiiiiN'.r VV<rin<! zu ^ii«>:ii'l«:fi /ölri^-huh^ r[i>p:*:*:hr:ü. zum Theil aber 

{\i\\\ frllli<tn;ii \V<:rtli«!n *Ai:u:h li^iri kMi*ij»rij. wäLrcii»! •.. m , « der Vor- 

iiiMHf;tziiii{( j^i^mär-i. <Iu X, K. ... !„. j ihre tnihcreii Wenbe wieder an- 

IMrliiiMüi, \\U\ lU'ätuUzrt bl<:ib«:lJ. liarau^ iWl^rt 

1111(1 <*.H wird, wenn vorauHgertetzr wird. da?jis die reducirte Differentialglei- 
cliiiiij;* kiuii aurt eben dienen Intejjralen mit Arfrumenten, welche Zweige der 
iil{(el)raiH(then Functionen üTj, s,. . . . s^ sind, linear zusammengesetztes Inte- 
jjfrul bertitzt, w eine algebraische Function oder auch eine Constante be- 
deuten. Nehmen wir nun zunächst an, dass die aus den Ditferenzen je zweier 
gleichartigen Integrale bestehenden Coefficienten der algebraischen Functionen 
Ml, //.., . . . ii^, nicht sämintlich algebraische Functionen oder Constanten sind, 
so wtlrden sich mit IlUlfe der Periodicitätsmoduln der einzelnen Integrale 
nach den oben angestellten IlUlfsbetrachtungen eine oder mehrere homogene 
lineare Gleichungen zwischen den Functionen «i, ii^, ... u^ ergeben von 
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der Form 

(92.) A«,+^«., + - + A«„ = 0; 

und man würde mit Hülfe dieser das Integral (89.) auf die Form bringen 
können 



(93.) 



Da aber 



d 

dx 



{/'"Us, «,„)rf*- j^/V,(*, ^.)ds\ = A(*„, «'«(O)-t^ -^/;(v «.M 



dsj 
dx 



wiederum eine algebraische Function, also die Differenz je zweier Integrale 
sich wieder als ein Abekche^ Integral darstellen lässt, so wäre Zi als lineare 
Function von nur p — 1 >16^/schen Integralen mit ebenfalls in den Coef- 
ficienten der Differentialgleichung rational ausdriickbaren Coefficienten «i, 
«>, . . . fi^_i darstellbar. Nehmen wir also an, dass dies nicht der Fall sei, 
weil wir sonst die Relation mit der kleinsten Anzahl ^6e/scher Integrale der 
Untersuchung zu Grunde legen würden (und es ist darin auch die früher 
gemachte Annahme, dass zwischen den Abel^chen Integralen in (89.) keine 
lineare Relation stattfinde, eingeschlossen), so kann eine Beziehung von der 
Form (92.) nicht stattfinden, und es bleibt somit nur noch die zweite Be- 
dingung für die Existenz des Integralausdruckes (89.) zu untersuchen übrig, 
welche verlangt, dass die obigen Integraldifferenzen in (91.) sämmtlich al- 
gebraische Functionen oder Constanten sind. Ist dies der Fall, so nehme 
man eine andere Lösung jener /-Gleichung und bilde die der Gleichung (91.) 
analoge Beziehung; dann ist es möglich, dass die Coefficienten der alge- 
braischen Functionen u^, u^^ ... u^^ welche sich wieder als Differenzen von 
zwei Integralen ergeben, Abel&che Integrale sind. In diesem Falle würde wie- 
der wie oben gegen die Annahme Verstössen werden; sind jedoch wiederum 
die einzelnen Integraldifferenzen algebraische Functionen oder Constanten, so 
schliesse man so weiter, und es bleibt somit nur der Fall zu untersuchen, 
dass sich für alle Lösungen /i, t^^ ...ts der mit Adjungirung von x^ Y^^.., y^, y 
irreductibeln /-Gleichung sämmtliche Coefficienten von Wi, ... u^ in allen d, 
der Gleichung (91.) analog gebildeten, Gleichungen als algebraische Func- 
tionen ergeben, die auch Constanten sein können; man erhält somit, wenn 
wir z. B. den Coefficienten von w« auffassen. 



70 Ho»iff»h^.rfff.r, uhur lnl«graU laumrer nvAl hwmoyemer tPt§tr. 



(\)\. 






V-5 ,; 



m\ 



worin f/?', f/>", . , , fr''' '^ al((cbraii^;be Fniictionen vorteilen. Die Addition 
iillrr diimi-.r 01ci<;t)iin((<;ri liefert 

h>/'7//r, fr,^///r -- f^'f/; ^ujdM^ Ty/j, r.)A + ... 

Ilr.iirlitet fiiiui nun, iImhh 

mtioiifilo Kiiiirtioiien von reMp. /,, /,. ... /^ Hind, niid das« somit nach dem 



(»HO 



/'« ,.^.</0 



- i>/ • /;.(*,irjrf*+/^„+^L^>iog(;i.'>+...+^L^>iog^i''> 

Int, worin /l!,'^ • • • -^L"' < 'onHtunteii, /\, (>,V\ ... Q^^^ rational und symmetrisch 
HUH diMi OrÜHHiMi (n.), daher rational und Hymmetrisch aus /i, tjt^ ... tu, d. h. 
rational durcli die ( 'oeffieienten der /-Gleichung, also auch der gegebenen 

DirtVrentialgleiehung zuHaniniengesetzt sind, während SJ,^^, S^i!\ ... Sl""^ Lö- 
i^ungon einer algehraiHchen (}lei(^hung p,/**" Grades bedeuten, in welcher p^ 
dan Gosehleeht der algebraischen Irrationalität w^ anzeigt, und deren Coef- 
tieionton rational und symmetrisch aus «^, w^i^^y «1, *^a(0^ •••*L^''\ «'«(«L''"'^)^ 
also rational aus x, F„ ... K^, y zusammengesetzt sind, während u>a(S^f^) 
sieh national durch x. V„ . . . \\y y und S\P ausdruckt. Setzt man diesen 
Worth von y^iHK^^ in \S>h,) ein, so folgt 

*1« t .#-v/1\ . -t| 



^»7.^ 






vv^riu r eine algebraisoho Function bedeutet; und es geht somit dar Inte- 
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gralausdruck (89.) in den folgenden über: 

a, = ^+iVilogß,+iV3logÄj+-+iV^logÄ^ 



(98.) 






worin M eine algebraische Function, iV^, iVa, ... iV^ constante Multipla der 
rational aus x, y,, ... F„, y zusammengesetzten Functionen «ii, Hj, . . . «^^ 
und /?i, /?2, . . . ß^ ebenfalls rationale Functionen der Coefficienten der 
Diiferentialgleichung sind,' wobei nicht ausgeschlossen ist, dass einzelne der 
Summen durch ein einfaches Integral von der Form 



y'Y„(*, irjrf* 



ersetzt sind, wenn nämlich s^ und ir«(0 rational durch x, Fi, ... 1'«, y aus- 
drückbar sind. Endlich mag noch der Charakter des algebraischen Theiles 
M näher untersucht werden; lässt man in dem Integralausdrucke (98.) für »i 
die unabhängige Variable x einen geschlossenen Umlauf der Art beschreiben, 
dass Vi, 1^2, • • . l^m^ y ihre Ausgangswerthe wieder annehmen, während M 
in eine andere Lösung M* der sie definirenden, mit Adjungirung von Xy 
y,, ... Y^y y irreductibeln Gleichung 

(99.) M^ + xp,(x, y„... r^,y)Af-^ + ...+v;,(a:, 7,,... Y^^y) = 

übergeht, so werden iVi, ... iV^, Ä^, ... R^ vermöge ihres rationalen 
Charakters unverändert bleiben, und ebenso werden die Grössen S^^\ 

'SJf^ • • • S^"^ wtir in einander übergehen können, weil die Coefficienten der 
dieselben definirenden algebraischen Gleichungen unverändert bleiben. Es 
wird daher, wenn das so entstehende Integral der Differentialgleichung mit 
z\ bezeichiret und beachtet wird, dass, wenn auch die Integralgrenzen je 
einer Summe dieselben bleiben, doch vermöge der Verschiebung der Integra- 
tionswege noch ganzzahlige Multipla der Perioden, zu dem Integralausdrucke 
also constante Multipla der Functionen Wi, «I27 • • • ^o hinzutreten können, und 
ebenso zufolge der möglichen Veränderung der Logarithmen in (98.) um 
ganze Multipla von 2ni ähnliche Vielfache von t^i, «I2) • • • ^^ hinzukommen, 

sein, worin Ci, C2, ... C^ Constanten bedeuten. Nimmt man nun wiederum 
wie oben an, dass die reducirte Differentialgleichung nur solche algebraischen 
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in welcher Fj , F2 , . . • Fp^ rationale Functionen bedeuten, und 

ir.ci«) = n{x,Y,,...Y^,y,Sf^^) 

ist, worin S2 wiederum rational. Die algebraische Function M wird ebenfalls 
rational durch die Coefßcienten der gegebenen Differentialgleichung ausdrucke 
bar sein, wenn die reducirte Differentialgleichung der Bedingung unterworfen 
wird, nur solche algebraischen Integrale zu besitzen, welche rational durch 
X, Yi^ . , . Y^, y darstellbar sind. 

Lassen wir nunmehr die Bedingung fallen, dass die Coefficienteu der 
in den Abekchen Transcendenten linearen Form des Integrales Zi rational 
durch die Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung ausdrückbar 
sind, und nehmen wir jetzt an, die Differentialgleichung (1.) habe ein aus 
X und einem Abel^chew Integrale algebraisch zusammengesetztes Integral 

(100.) z, = F\x,fy(s,w)ds\, 

80 muss dasselbe, wenn angenommen wird, dass die reducirte Differential- 
gleichung kein durch dieses Abekche Integral algebraisch ausdrückbares 
Integral besitzt, wie oben gezeigt worden, die Form haben 

(101.) Zi = u+Ui/ 'f(s,w)ds, 

%.' 

worin u, «ii, », algebraische Functionen von x, und u^ ein algebraisches In- 
tegral der reducirten Differentialgleichung ist. 

Lässt man x einen geschlossenen Umlauf beschreiben, welcher 
y^i, ... y« und y in ihre Ausgangswerthe zurückführt, so dass u in u, u^ 
in u\ und «, in s[ übergeht, dann wird auch der Ausdruck 

(102.) Ä2 = u'+u[f'''fis,w)ds 

ein Integral der Differentialgleichung, und daher aus bekannten Gründen 
auch 

(103.) Z2—Z1 = u—u-\^u[f ^ f(s, w)ds-Uif ^ f(s, w)ds = W 

ein algebraisches Integral der reducirten Differentialgleichung sein müssen. 
Jedenfalls wird ein geschlossener Umlauf des x, welcher Wi in u[ verwan- 
delt, Si in einen anderen Werth s[ umformen, weil sonst die Gleichung 
(103.) in 

(104.) {u\-'U,)f''f{s,w)ds = W, 

Journal för Mathematik Bd. XCIX. Heft 1. 10 
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ttWriringo, uiul das AbeUche Integral algebraisch ausdrückbar wäre, was 
natürlich von vornherein auszuschliessen war. Eine Beziehung zwiachen 
Integralen von der Art (103.) kann aber nur dann existiren, wenn dieselbe 
äu* der Form der allgemeinsten Beziehung abgeleitet ist, welche zwischen 
twei «46r/schen Integralen, die nicht algebraische Functionen sind, bestehen 
kann, und dies ist, wie früher nachgewiesen worden, die Beziehung 

(105.) a:f'''f(s,w)ds-af''f(8,w)ds = 2B, 

worin a und a Constauten und SB eine algebraische Function von x ist; und 
es würde somit vermöge (104.) und (105.) 

sein müssen, worin V eine algebraische Function bedeutet, und daher 



u 



'- = c-\ 



worin c eonstant ist. Dann ist aber bekanntlich c eine m^« Einheitswnrzel, 
welche wir durch t bezeichnen wollen, so dass 

ist: lässt man x einen anderen geschlossenen Umkreis machen, welcher 
\\s ... Ymy y unverändert lässt und «i ändert, so wird u^ wiederum in einen um 
eine multiplicatorische n^^ Einheitswurzel verschiedenen Werth übergeführt 
werden, und fahren wir in diesen Schlüssen fort, indem wir bemerken, dass 
wir bekanntlich durch geschlossene Umläufe des a?, welche die Werthe 
)\, ... y., y unverändert lassen, zu allen Lösungen der irreductibeln 
«Ti-Gleichung gelangen können, so wird das constante Glied der Gleichung 
einerseits eine rationale Function von a?, Yi, . . . y«, y sein; andererseits, 
da alle Lösungen aus Producten von Einheitswurzeln in dieselbe Lösung Ux 
bestehen, durch das Product einer Constanten in eine Potenz von Ux dar- 
ge^ellt sein, h^ somit die Form haben 



(106.) u, = la>(x, y„...y.,j,), 

worin io rational ist Sei nunmehr die mit Adjungirung von x, y^, •.. y.^ y 
irreductible Gleichung, deren Lösung s^ ist, in ihre irreductibeln Factoren 



*^ EHeselbe FolgreniDg kooDten wir auch aus dem oben bewiesenen H&lfssatze ber- 
kiten, indem man die Integrationswege die Querschnitte durchschneiden, also die In- 
urrale am Periodicititsmoduln zunehmen Ifisst 
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zerlegt, indem noch Wj den Grössen a?, Fi, ... Y^, y adjungirt wird, und 
derjenige irreductible Factor herausgegriffen, dessen Lösung s^ ist, und 
welcher gleich Null gesetzt die Form haben mag 

(107.) 8^-\- <Pi (x, Fl, . . . Y^, y, «O «''-'+ • • . + V^ (a?, Yi, . . . Y^, y, u,) = ; 

lassen wir sodann in dem Integralausdrucke (101.) x einen solchen ge- 
schlossenen Umlauf machen, dass Fi, ... Y«, y und iij ihre früheren 
Werthe annehmen, während u in 112, «1 in «2 übergeht, so wird der so her- 
vorgehende Ausdruck 

(108.) «2 = «*2+Wi/ y(8yw)d8 

wiederum ein Integral der Differentialgleichung, und daher 

Z2—Zi = U2—u + uAry(8,w)d8—jf(8,tc)d8] = W 

ein algebraisches Integral der reducirten Gleichung sein; dann muss aber 
die Differenz der Integrale selbst als algebraische Function darstellbar sein, 
und dies wird für alle Lösungen der Gleichung (107.) der Fall sein, so dass 
sich, wenn die sämmtlichen Lösungen mit «1, «2?..-. *^ bezeichnet werden, 
das System der Gleichungen ergiebt 

/ ' f{8yW)d8— / 'f(8,w)d8 = 0, 
/ K^9^)ds— / 'f(8,fD)ds = fr2, 



(109.) 



f'^f{s,w)d8'-J''f(8,u>)d8 = tr^, 
woraus wiederum 

(110.) pf (8, iD)d8 = j\Pf{8,w)d8+fy{8,i0)d8 + -+f^ 

und somit nach dem ^fre/schen Theorem, der Gleichung (107.) gemäss 

f(8,w)d8 = J^ßJ ' K8,fc)d8 + M+M,\0gR,+'"+MA0gR,, 

worin M eine algebraische Function ist, Äi, ... R^ rationale Functionen von 
Xy Yi, ... y«, y, «1, ferner Af^, ... M^ Constanten, SP\ S[^^^ ... S^^ Lö- 
sungen einer algebraischen Gleichung p^^^ Grades sind, deren Coefficienten 
rational in x, Fi, ... Y^, y, u^ werden, während u?(SJ'^^) sich mit Hülfe 
eben dieser Grössen und S[^ rational ausdrücken lässt. Selbstverständlich 
kann der Ausdruck (106.) für u^ auch eine in x^ Fi, ... F«,, y rationale 

10* 






ytiW'iUfU tU'Üttir^^i! fttier tm^h. w^mi £tM nelrt 4er Fall 
uuU^r lU'f V ornnfm^zunt^ daM üt rtimtint 
^M ' " ^'«' ^ 9f ^f tnÜ00MA «MdrfeklMre algebraiiehe laiegnle 
ili'fri ria^^h ^11 Ky iifid ^101^ ^^ trgthtmdem ImegniUaadnckt 

worin N^mr-Mm^ eine algebraM^rhe FaMtkni htdemut. reinen aolehen 
(JrnUtif tfifu^htn laMen. daM y':« ... F.^ f, a^ ilire Werdie wieder eriangen; 
darin wird nicb, da die S'/^ . . . ff-^' nv in einander ftbergeben ktenen, das 
Int^^al ergeben 

*, A'f if;a log /l,^2ir,.Tri-r...^jr,.|0gÄ,^^^^ 

and da hieran^ 

folgt, m wird, da S der Annahme naeh rational au» x^ Y^. ... Y.^ 9^ »1 
zaHamniengeHetzt iiiL aoeh >"— .V diesen Cliarakter haben« was nach frttheren 
An^inanderi^etzangen fiir Lo^inngen einer mit AdjonginiDg Ton x^ l^i, ••• F.^ 
y^ u^ irreda#:tibeln Oleiehang nieht angeht: nnd es mnsa deshalb in dieaem 
Falle aach A' selbst rational dorch x, Fj. ... F., f nnd a, aosdrfiekbar sein, 
lievor wir nnn die eben gefnndenen Kesnltate in einem Satze zu- 
Hammenfassen, mag noeh Folgendes bemerkt werden. Da oben ans (103.) 
die Beziehnng w', = <a, abgeleitet worden, geht eben diese Gleichnng in 

a 13.) */'/>, «^>-/'A>, r> = £7 

Über, worin V eine algebraische Function bedeutet : fasst man nun in dieser 
Gleichung s^ als unabhängige Variable auf. so dass n\ und U algebraische 
Functionen von #1 werden, welche man erhält, wenn man zwischen den 
diese Grössen definirenden Gleichungen die Variable x eliminirt, so wollen 
wir den nach «1 führenden Integrationsweg des zweiten Integrales derart 
abändern, dass der erste Querschnitt der zu w gehörigen ßiemaaaschen Fläche 
geschnitten wird: und sollte dieser Weg mit dem ersten mehrfache Punkte 
von 8\ und U einschliessen , so dass dadurch die obere Grenze des ersten 
Integrales oder der algebraische Theil geändert würde, so soll der erste 
Querschnitt von dem nach $, führenden Integrationswege so oft geschnitten 
werden, bis die so entstehende Anzahl von Umkreisungen auch s\ und U 
zu ihren Werthen zurückführt, also das erste Integral der Gleichung (113-) 
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sich auch nur um ganze Vielfache von Periodicitätsmoduln geändert haben 
kann — und thun wir dasselbe für den zweiten, dritten, u. s. w. bis 2p^^^ 
Querschnitt, so erhalten wir, wenn 

die 2p Periodicitätsmoduln des Integrales bedeuten, die nachfolgenden Be- 
ziehungen 

«(m2i/2i+ fll22*ß2H h »W2;jj)^p)— fh'^2 = 0, 



(114,) 



€(nhp,l'^l+nhp,2^2-\ hW2p;2pi22^)-«2p^p= 



oder 



(115.) 



(fiiiii— fii)*ßi+ «m,2^H h €iiii,2pi22p = 



0, 

0, 



fm2p,lA+ f»»2p.2-ß2+-- + (tm2p;jp-«2p)Ap = 0, 

worin die m und « ganze Zahlen bedeuten, von denen «i, «2» - • • fhp von 
Null verschieden sind. Zunächst folgt aus (115.), dass die Determinante 



(116.) 



6 Ulli — ^l *''*12 
6III21 *fW22 — ^2 



• . • 



sm 



1,2p 



«'»2.2p 



5111' 



fW-i 



= 



»2p,l «^"•2p,2 • • • ^^2p,2p '*2p 

sein muss, und dass somit die Einheitswurzel e im Allgemeinen einer ganz- 
zahligen Gleichung 2/?*en Grades genügt, so dass also, da nach (106.) € 
jedenfalls eine r^^ Einheitswurzel ist, für den Fall, dass r eine Primzahl 
ist, also € nicht einer niedrigeren ganzzahligen Gleichung als vom (r— 1)*®^ 
Grade genügen kann, r— 1^2/? oder r^2p+l sein muss; es ergeben 
sich dann im Allgemeinen die Werthe der Perioden in der Form 

kl^l l kL^2 J . . . I "^2p ^^ ^il • ^i2 • • • • • ^i,2p^ 

worin die a die Unterdetermiuanten (2/9— l)ter Ordnung der Determinante (116,) 
bezeichnen, oder sie drücken sich, wenn diese sämmtlich verschwinden, in be- 
kannter Weise durch die Unterdeterminanten niederer Ordnungen aus; soll sich 
gar keine Relation zwischen den Perioden mit Hülfe einer Einheitswurzel 
und ganzer Zahlen ergeben, dann müssen 

ffWii— »1 = 0, ema - yi^ = 0, ... €fW2p,2p— ^zp = und m„ß = (p^^ß) 



78 Eömigsberger, über Integrale linearer nicht homogener DifferentialgleUkmngem^ 

sein, d 1l ed miiddte < eine rationale Zahl. al«o « = ±1 Bein, somit r = 2 
oder 



sein. Ist z. B. das Integral ein elliptisches mit den an den beiden Qaer- 
schnitten stattfindenden StetigkeitssprUngen £2^ nnd /22. so ginge die Deter- 



minante ^116/ in 

€«11—11, **12 __ , 

Ober, oder es wäre ( die Lösung einer quadratischen Gleichung mit ganz- 
zahligen CoefBcienten: und da nach (llo.]) 

folgt, so wäre der ^-Modul r rational durch e ausgedrückt, also ebenfalls 
die Disung einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten, 
d. 1l das elliptische Integral besässe einen Modul complexer Multiplicarion : 
und dies wäre nur dann nicht der Fall, wenn i eine rationale Zahl also 
«i von der Form (117.], wäre. Zugleich ist aber leicht einzusehen *), daas, 
wenn € die L«'}sung einer ganzzahligen quadratischen Gleichung sein soll, 
diese r- Einheitswurzel nur die Formen haben kann 



ti ZT% iTi 



€ = e' . e* . e'' 



und somit die elliptischen Integrale, wie aus den bekannten Principien fllr 
die Transformation und complexe Multiplication der elliptischen Integrale 
hervorgeht, nur zu den Irrationalitäten gehören können 



U'-l. U*-l. lV-1. 

Isjt /? = 2. so muss f einer ganzzahligen Gleichung vierten Grades ge- 
nügen, und bekanntlich **\ muss dann die u^^ Einheitswurzel die Form haben 

2ti ^T» 2ti *t9 2-fi 



# 



5 f.' *» 1»; 1^ 

* ~^ C/. CT. fr. C/. CT 



woraus wieder nach den Principien der complexen Multiplication auf die 



*) ^iehe meine -Allg. UntersachuDgen aas der Theorie der Differeotialglei- 
chungen- .Seite 2i>9 — 211. 

**^ VergL meine Arbeit in diesem Journal: ^Eigenschaften der algebraisch-logarith- 
mischeo Integrale a. s. w.** Bd. 94. S. 301. 
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zu den betreffenden ^6e/schen Integralen gehörigen Irrationalitäten ge- 
schlossen werden kann. 

Wir erhalten somit das nachfolgende Theorem: 
Wenn eine lineare nicht homogene DifferenticUgleichung 



dar ' ' dx' 

ein aus x vnd einem Abelschen Integrale mit algebraisch durch x ausdrück- 
barer Grenze algebraisch zusammengesetztes Integral besitzt, so lässt sich das- 
selbe unter der Voraussetzung, dass die reducirte Differentialgleichung kein 
aus X und eben diesem Abelschen Integrale mit Grenzen , welche Zweige der 
ursprünglichen algebraischen Grenze sind, algebraisch zusammengesetztes Integral 
haty stets auf die Form bringen 

Zi = u+uijf(syw)ds, 

in welcher f eine rationale Function f>on s und w, w eine algebraische Function 
von s bedeutet; und in dieser Form sind entweder u^, s^^ <^i(^i) rationale 
Functionen der Coefficienten der Differentialgleichung x, Ki, ... Y^, t/y oder 
— und dieser Fall schliesst den früheren ein — es lässt sich allgemein das 
Integral umsetzen in 

Äi = N+MiU,\ogRi + '- + M,Ui\ogRy+-^2:. / ' f(s,w)ds, 

worin ,u eine ganze Zahl, p das Geschlecht der algebraischen Irrationalität w, 
N eine algebraische Function^ M^^ ... M^ Constanten, 



Ui = l/w(xy Kl,... K«, y), 

worin r eine ganze Zahl, lo eine rationale Function der Coefficienten der 
Differentialgleichung y Äi, Ä2? • • • Rr rationale Functionen von x^ Yi, ... Y^, y 
und Ui sind, femer S[^\ Sf ^, . . . S^^ die Lösungen einer algebraischen Gleichung 
der Form bedeuten 

S^+F,(x, y„ ... Y^, y, u,)S^''+-+F,(x, Y,, ... Y^, y, u,) = 0, 

in welcher Fi, ... F^ rationale Functionen^ und 

«,(so»>) = i2(ar, y„ . . . y-, y, «„ Sl"') 

ist, worin £2 wiederum rational ist. 

In allen Fällen ist u^ ein algebraisches Integral der reducirten Diffe- 
rentialgleichung , und wenn angenommen wird^ dass die letztere nur solche 
algebraischen Integrale besitzt^ welche rational durch x, Yi, ... Y^^ y, Ui aus- 
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Jrmckhar siady so ^ird auch u diesen Charakter der rationalen Darstellbarkeii 
dmrck eben diese Grössen haben. 

Endlich 9t erden die Periodicitätsmoduln des Abelschen Integrales y welches 
hnr Irrationalität w gehört, dem Gleichungssystem genügen 



K-orin m^^ und n„ ganze Zahlen, und t eine Einheitswurzel ist, und diese Gleichyn- 
gen ur erden z. B. für elliptische Integrale entweder die Xothwendigkeit eines 
Moduls complexer Multiplication festsetzen mit den zugehörigen Irrationalitäten 

l«*-l, lV-1, 1/31, 

orfiTy wenn der Modul ein anderer ist, in dem Ausdrucke für Ui den Wurzel- 
exponenten r = 2 machen; allgemein werden entweder die Verhältnisse der 
Periodicitätsmoduln sich mit Hülfe ganzer Zahlen durch eine Einheitswttrzel 
ausdrücken lassen, welche die Lösung einer ganzzahligen Gleichung 2p'^^ Grades 
isty oder es wird wiederum 

f'i = ^«^Cj-, >',.... >'«,y)' 

und die übrigen Grössen lassen sich in der oben angegebenen Weise darstellen. 
Mag nunmehr die Form des Intejrrales der gegebenen Differential- 
gleichung 

(1 180 z, = u^ w, / /, >, ir,) ds + u, j Y> («• »r>) ds 

• • 

sein, worin Wi und u. algebraische, keiner weiteren Bedingung unterworfene 
Functionen sein mögen, so könnten wir mit Hülfe der eben ausgeführten 
Untei^uchung, genau wie wir es oben ftlr die Gleichung (65.) bei logarith- 
mischen Transcendenten gethan, die Beziehungen von *i, s. zu lij, w^ und 
umgekehrt feststellen: wir wollen jedoch gleich die Art der algebraischen 
Zusammensetzbarkeit der Grössen 

(.-i.) u, «i, u.s «1, «.., 'ri(«i\ *r ..(«..) 

aus X und den Coefticienten der gegebenen Ditferentialgleichung untersuchen. 
Lassen wir wieder x einen geschlossenen Umkreis von der Art beschreiben, 
dass y\, ... y«, g ihre Ausgangswerthe wieder annehmen, so wird sich 
ein zweites Integral 

(UiO 5> = u''ru\/'fis,w^)ds'i-u':/ 'fi(s,Wi)ds 



V 
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ergeben, das wiederum mit (118.) zusammengestellt 

+fii/^*^/i(«, «?2)d*— W2/ VzC«^ W2)ds = w 



(120.) 



liefert, oder wenn 

w-u'+u = W : 

gesetzt wird, worin W den entsprechenden Voraussetzungen gemäss eine 
algebraische Function bedeutet, 

( u\f^'^f,(s, wOds-u,f'^f,(8, w,)ds 
(121.) \ \., 

an welche Gleichung sich nun die weiteren Betrachtungen knüpfen sollen. 
Nach den oben gemachten allgemeinen Auseinandersetzungen ergiebt sich 
aus der Gleichung (121.) die folgende Beziehung zwischen den algebraischen 
Functionen tii, «I2, wl, th 

(122.) A[u[— A^Ui-\- Ä2v!2'- A2U2 = 0, 

worin A^^ -^2, A[^ Ä^ linear von den Perioden der Integrale abhängige Con- 
stanten sind, von denen wir Ä^ als von Null verschieden annehmen dürfen, 
und mit Hülfe dieser Relation nimmt die Gleichung (121.) die Form an 

«1 \j'fi(?y ^i)ds--^J'f2(s, W2)d8\ 



(123.) 



-«1 |/Vi(*. f^i)ds^^/''V2(.^. «'2)ife! 

~t^j/V2(*,t^2)rf*-^/'V.(^,«^2)rf*! = W, 



Wir behaupten nun, dass im Allgemeinen für einen Umlauf des x, 
welcher Fi, ... Y^, y unverändert lässt, aber einmal einen Verzweigungs- 
punkt von Wi umkreist, d. h. die Lösung u^ der diese Function definirenden, 
mit Adjungirung von x, Y^^ . . . Y^, y irreductibeln Gleichung in eine 
andere überführt, die dritte Integraldifferenz der Gleichung (123.) nicht eine 
algebraische Function oder eine Constante wird. Denn wäre 

(124.) f''72(.^,W2)ds^^/'^f2(is,W2)ds = tt)„ 
worin tOi eine algebraische Function bedeutet, so müssten auch die beiden 

Journal für Mathematik Bd.XCIX. Heft 1. 11 



S2 Königsherger, über Integrale linearer nicht homogener Di/ferentialgleidiungen. 

ersten Integraldifferenzen algebraische Functionen sein, weil, wenn dies nicht 
wäre, vermöge der obigen allgemeinen Betrachtungen über Integralglei- 
chungen sich mit Hülfe der Periodicitätsmoduln der Integrale eine Beziehung 
von der Form ergeben würde 

(125.) alw'i— a,Wi = oder u[ = iiii, 
was, wenn wir den Fall ausschliessen, dass der Verzweigungspunkt von u^ 
so beschaffen ist, dass *eine Umkreisung desselben den Functionalwerth in 
ein Multiplum desselben mit einer Einheitswurzel zurückführt, nicht möglich 
ist. Es werden daher auch die Beziehungen stattfinden 

worin tU} und XOz ebenfalls algebraische Functionen sind, und daher 

(126.) y'ViC*, «'i)*- f /"'AC*, ^.)ds = SB,, 

worin SB^ wiederum algebraisch; mit Hülfe der Beziehungen (124.) und 
(126.) geht aber die Gleichung (121.) in 

(127.) {^u\^u,)f"f,{B, i,0 + (4^i»;-ii,)/"/i(^, le^.)* = SB 

über, wenn SB eine algebraische Function bedeutet, und es müsste somit, 
da zwischen den beiden in dieser Gleichung vorkommenden Integralen eine 
lineare Relation mit algebraischen Coefficienten nicht stattfinden darf, wenn 
nicht das ursprüngliche Integral s^ in (118.) nur eine Quadratur enthalten 
soll, 

sein, d. h. 

(128.) Wi = 11», Ml , 9i^ = nhVi, 

somit bekanntlich wieder m, und f/f> Einheitswurzeln und der Verzweigungs- 
punkt von u^ ein solcher der ausgesclilossenen Art. Es folgt daher, dass, 
wenn x einen Verzweigungspunkt von Wj, welcher nicht die angegebene 
Beschaffenheit hat, mit Beibehaltung der Werthe von Fi, V^, ... K., y um- 
kreist, die dritte Integraldifferenz der Gleichung ;^123.) nicht eine algebraische 
Function sein kann, also ein .46e/sehes Integral sein muss. 

Nur dann würde der eben gezogene Sehluss hinfällig, wenn die 
Function n^ gar keine Verzweigungspunkte hätte, d. h. rational durch x. 
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Fl, ... y^, y ausdrückbar wäre, oder nur solche Verzweigungspunkte, bei 
denen eine einfache Umkreisung den Functionalwerth in ein Multiplum des 
früheren und eine Einheitswurzel zurückführte ; dann werden aber in den ein- 
zelnen m- fachen, »-fachen, u. s. w. Windungspunkten «* w?, u. s. w. ein- 
deutige Functionen sein, also jedenfalls eine Potenz von u^ z. B. iTj existiren, 
welche in der ganzen Riemann^cheu Fläche für i/i eindeutig ist, d. h. sich 
rational durch x, Yi, ... Y^, y in der Form 

(129.) u\ = 03{x,Y,,...Y^,y) 

ausdrückt, worin w eine rationale Function bedeutet. 

Ist aber nun die dritte Integraldifferenz der Gleichung (123.) nicht 
algebraisch, so darf es auch die erste nicht sein; denn wäre dies der Fall, 
so ergäbe sich vermöge der Periodicitätsmoduln der Integrale eine lineare 
Beziehung zwischen u^ und «2 mit constanten Coefficienten 

M1U1+M2U2 = 0, 

was wieder unter der Annahme, dass der Ausdruck für Zi nicht auf ein 
^fra/sches Integral reducirbar sein soll, ausgeschlossen werden muss. Es 
liefert daher die Gleichung (123.) eine Beziehung von der Form 

(130.) B\u\'-'B,u,-B2th = 0, 

worin wir ^2^ also auch 51 von Null verschieden annehmen dürfen. 
Stellt man nun (122.) mit (130.) zusammen, so ergiebt sich 

(131.) «i = Äi«ii+/i2W2, f4 = Sj 111+82^2, 

worin fii, R2^ Si, S2 Constanten bedeuten, die im Allgemeinen von den Perio- 
dicitätsmoduln der Integrale abhängen, aber auch von diesen unabhängig 
sein können. 

Lassen wir nunmehr die Variable x noch einmal denselben Umlauf 
machen, so werden sich die den Gleichungen (131.) entsprechenden Bezie- 
hungen ergeben 

(132.) fi;' = ß;iii+ßx v!;^s[u,+S2th, 

und aus (131.) und (132.) 

(133.) w" = mlifl+^it^i, «•" = mi«4+ Wiffz', 

worin Wi, iwa, mj, mi Constanten bedeuten, und es hat somit Wj — tfnd dasselbe 
können wir von t^ aussagen — die Eigenschaft, dass in der dasselbe defi- 
nirenden, mit Adjungirung von x, Yi, ... Y^, y irreductibeln Gleichung 
in jedem ihrer Verzweigungspunkte, welcher nicht die Eigenschaft hat, dass 

11* 
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eine l^mkreisung desselben den Fnnctionalwerth in ein Mnltiplnm desselben 
und eine Eiuheitswnrzel überführt, je drei Lösungen, welche auf einander 
folgende Elemente eines Cvklns sind, in homogener linearer Relation mit 
Constanten Coefficienten zu einander stehen. 

Nachdem nun die Beschaffenheit der Functionen Ni und ti^ festge- 
stellt worden, winl es leicht sein, die Zusammensetzung der übrigen ans Ui 
und M: zu ermitteln. Denn denken wir uns jetzt die in dem Integralaus- 
druck (118.^ vorkommenden algebraischen Functionen 

(et) Uy fi, ir,(«i), Su 9t 1(8,) 

als Lösungen von algebraischen Gleichungen dargestellt, die mit Adjungirong 
von X, }'i, . . . >'.« jf. i#i und m. irreductibel sind, und bilden nunmehr eine 
Function Z^, welche ebenfalls einer mit Adjunginiug derselben Grössen irre- 
ductibeln Gleichung genügt, und durch welche sich die Functionen (a.) mit 
Hülfe der Grössen x, y\, . . . >*., y, «i, i^» rational ausdrücken lassen, so 
wird, wenn wir x einen solchen Umkreis beschreiben lassen, dass Yj, 
Yu . . . y„ jf, üi, 9^2 ihre Werthe wieder annehmen, während /i in eine 
andere Lösung /.. der sie definireuden irreductibeln Gleichung übergeht, und 
die von dem Werthe /.. rational abhängigen Wenhe der veränderten Grössen 
^a.^ mit 

If ^ #1« M*! y^5| , #_•, 9C2\jS>^ 

bezeichnen, ein zweiter Integralausdruck sich ergeben 

• ■ 

der mit ^118.^ zusammengestellt. 

s.-s, = 1»-«-«: I I f^^s,v.^ds- 1* f.,[s,vCds\ 

liefert, worin ir der Voraussetzung gemäss eine algebraische Function 
bedeutet. Da aber, wenn die Integraldifferenzon nicht algebraische Func- 
tionen wären, sich wieder gegen die Voraussetzung eine homogene lineare 
Kelariou mit coristanteu Coefficienten zwischen «; und «; ergeben würde, 
so tollen, ^enn beachtet wird, dass dieselben Schlüsse bestehen bleiben 
tlir alle Lösungen /., r, ... t\ jener irreductibeln /-Gleichung und die 
daraus folgenden Integnügrenzen und Irrationalitäten, die nachstehenden 
Beziehuniren : 
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y*''A(*,«'i)*-/'Y.(*,«'i)rf» = 0, 



,(.9-n 



y**' A(»,tp,)rf»-y'A(»,«',)rf» = »^-1, 



und ähnliche Gleichungen für «2, *2, • • • »2^"*' ; hieraus ergiebt sich aber 
wieder, wie schon wiederholt gezeigt, mit Hülfe des Abekehen Theorems 



(136.) 



y^YiC»,«!)* = SB3+3K,logai,+- 



worin die hier vorkommenden Grössen die bekannte, gleich nachher zu 
wiederholende Bedeutung haben, und da man für das zweite -46e&che 
Integral die analoge Form erhält, so lässt sich Zi nach (118.) umgestalten in 

+ $Ri«i.,log@i+ SR,«i2log@2+-H- 9i.«i^ilog@, 



(137.) 






Nimmt man endlich an, dass die reducirte Differentialgleichung nur 
solche algebraischen Integrale besitzt, welche sich rational durch x, Ti, . . . Y^, 
ijy fii und W2 ausdrücken lassen, so wird, wenn man in (137.) x einen solchen 
geschlossenen Umlauf machen lässt, dass Fi, ... Y^, y, Wj, «I2 ihre Ausgangs- 
werthe wieder annehmen, das neue sich ergebende Integral sich von äi nur 
durch den algebraischen Theil unterscheiden und somit 

(138.) z^-i,r=.W'-W = to 

sich ergeben, worin xo der Voraussetzung nach rational von x^ Fi, ... 7«, 
tjy Wi, U2 abhängt; dies zieht aber als nothwendig nach sich, wie schon früher 
ausgeführt worden, dass die W definirende mit Adjungirung von x, Yj, ... Y^, 
y, tii, U2 irreductible Gleichung vom ersten Grade, also W rational durch 
eben diese Grössen ausdrückbar ist. 

Genau so gestaltet sich die Untersuchung fiir den Fall, dass das 
Integral «i der gegebenen Differentialgleichung mehr als zwei .466/sche In- 
tegrale enthält, und wir erhalten dann den folgenden allgemeinen Satz: 



^ i <i» »fi iWy/#r. üker Imie^raie Imearer mieki kowu^gemer Difi 



Vr^mm time ^eare mickt komogeme Differemlialgleickmmg 



f9» «w X mmd mekrerem Abelsckem Integralen mit atgebraisck dmrck x «»»* 
triicii^Mttm Gremsem algelpraisck znsammengeselzles Integral bemt^t, §o läaai 
«KÄ 4iB»^lbe mmter der Voramuetzwng^ das$ die redudrte Differentialgleickmmg 
Mi dB» X mmd diesem Abelschem Integralen mit Grenzen, weleke Z^teige der 
mrtprimfäeiew algebraischem Grenzen sind, algebraisch zusammengesetztes Imie- 
jrtsi M/. emireder amf die Form bringen 

■s i€€iciktimk f. /:. ... f^ rationale Functionen, w^ eine algebraische Fmmetiom 

cj« i h^demiet. mmd im dieser Form sind u^, ... u^, «i, ... «^« ^/ji)' t^ 's^\ 

r^aßinimmie Fmmeiiomem der Coefficienten der Differentialgleichung x, Fp ... Y^ . f. 
•r«ür — mmd äeter Fall schliesst den früheren ein — es lässt sich attgemeim amf 
üe Fc'rm brimgem 

tronm '^ eime ganze Zahl, p^ das zur Irrationalität w^ gehörige Geschlecht. 
Jf eme algebraische Function. «V,. A... ... AV ganze homogene lineare Fmmc- 

iiomem ro» «;. u^. u^ mit constanten Coefßcienten, ß,. R^. . . . R, ratiomale 

Fmmetionen ton x. >';, . . . 'V,, g, Wi, w.., ... i/„ sind, u^ entweder ton der Form 



«. = ^^[^y ^1^" Ym^y] 

ist. wohn tß eine rationale Function bedeutet, oder allgemeiner die Lösung einer 
mit Adjungirung ton x, Vj. ... 1"^, g irreducfiheln algebraischen Gleichung 
ist. fnr welche je p — 1 Ixfsungen in einem homogenen linearen Zusammenhange 

.iti>kem, in welchem c^, c^. ... Cy^ Constanlen bedeuten oder jede der Lösun- 
fl^n erner u^- Gleichung eine homogene lineare Function mit constanten Coef- 
Jh'j^nten nr/n u-. u., ... «^ ton der Form ist 

W. = A:U:+A,U,-^""rA„U„, 

^Jtmer .S', . S, . . . . S/'^ die Lotungen einer algebraischen Gleichung der 
F*wm smä: 
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s'.'+F.ix, y„ ... r., y, tt,, ... «^)s^-'+-+F,„(x, r„ ... Y„, y, «.,... «^) = 0, 

t» welcher Fl, ... F^^ rationale Functionen bedeuten und 

fp„(Sf^>) = ß(x, y„ ... y„, y, «., ... «„ so»') 

f«/^ trortis S2 wiederum rational ist. 

In allen Fällen ist tii ein algebraisches Integral der reducirten Diffe- 
rentialgleichung, und wenn angenommen wird, dass die reducirte Differential- 
gleichung nur solche algebraischen Integrale besits^t, welche rational durch x, 
Vi, ... y^, y, fii, «2, . . . u^amdrückbar sind, so wird auch u diesen Charakter 
der rationalen Dar stellbar keit haben. 

In welcher Beziehung die Constanten c«, c^, ... c^^^ zu den Einheits- 
wurzeln stehen, ist schon oben bei der Betrachtung der logarithmischen 
Integrale in einer Anmerkung ausgeführt worden. 

Heidelberg, den 15. October 1884. 
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Bemerkung zu der in Bd. 98 dieses Journals ent- 
haltenen Abhandlung des Herrn Grünfeld: Zur 
Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

(Von Herrn L. W. Thotne in Greifswald.) 



Die Ausdrücke der Integrale einer homogenen linearen Differential- 
gleichung und der Differentialgleichung der integrirenden Factoren ersterer 
Differentialgleichung iii der Grünfeld^cheu Abhandlung Bd. 98 dieses Journals 
No. 1 (22.) (23.) sind von mir gegeben Bd. 76 dieses Journals S. 277 unter 
der Form 

Mi = iLi::\ Mi=^I.L-^Jfi^!J-\_^dx, . . . M^ = fi-^Jdxiii^,u;;;li...J}i^iii^^dx; 
die Darstellung der Grössen fi durch Determinanten der Integrale, ju^ = tt^-i 

wo Da die Determinante der Integrale t/i bis y^ und ihrer a — 1 ersten Ab- 
leitungen bedeutet, ist von mir Bd. 87 dieses Journals S. 296, 297 auf die 
bereits von Hesse Bd. 54 dieses Journals S. 249 etc. (61.) (71.) gegebenen 
Formeln 

^m — ^l ^i • • • «^m ^ ^i — J^n ^2 — -j^i 7 ^a — -jyj J 

wo 

yi = «1 , y2 = tijv.dx, ... y„ = v^Jdx V.2 . . .Jv^ dx 

ist, zurückgeführt. Vergl. die Uebersicht meiner Abhandlungen über lineare 
Differentialgleichungen Bd. 96 dieses Journals No. 2 S. 197, No. 14 S. 241. 

Greifswald, den 4. Juli 1885. 
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Ueber die Zerlegung ganzer ganzzahliger Functionen 

in irreductible Factoren. 

(Von Herrn C. Runge.) 



in seinen Grundzügen einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Grössen (dieses Jonmal Bd. 92, § 4) giebt Herr Kronecker die folgende 
Methode an, eine ganze ganzzahlige Function einer. Veränderlichen auf ihre 
Irreductibilität hin zu untersuchen. 

„Ist zu entscheiden, ob eine ganze ganzzahlige Function einer 
Variabein x rationale Divisoren hat oder nicht, so braucht man, 
wenn dieselbe vom Grade 2n oder 2« + l ist, offenbar nur die 
etwaigen Theiler n^^^ oder niedrigeren Grades zu ermitteln. Sind 
nun r,,, Tj, r^, ... r^ beliebige, von einander verschiedene positive 
oder negative ganze Zahlen, und setzt man 

, . __ {x--rX^-r;)...(x-rn) . . _ (a;-rj(a;-r,)...(3;-r0 

i/oW ~ ^r,^r,Xr,^r,)...ir,^r.) ' ^^W - ^r,^r,Xr,-^r,)...(r,^r.r -' 

80 ist jede ganze ganzzahlige Function f(x)^ deren Grad höchstens 
gleich n ist, als ganze ganzzahlige lineare Function der n + i Func- 
tionen g(x) darstellbar, und zwar ist 

Soll also f(x) ein Theiler der vorgelegten Function F(x) sein, so 

muss bei dieser Darstellungsweise der Coefficient von ^'^(ar) ein 

Divisor der ganzen Zahl /^(r^) sein, und man hat daher nur eine 

endliche Anzahl von Coefficientensystemen zu discutiren, um alle 

Theiler von F(x) zu erhalten oder der Irreductibilität von F(x) 

gewiss zu sein.'' 

Diese Methode scheint auf den ersten Anblick nur ersonnen, um dem 

Begriff der Irreductibilität, wie Herr Kronecker sagt, eine sichere Grundlage 

zu geben, ohne dass darauf Bedacht genommen ist, möglichst schnell zum 
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Ziele zn gelangen. Es wird nämlich die Anzahl der Werthsysteme, welche 
sich für /(ro), /(rj), . . . f(r^) ergeben , schon bei einfachen Functionen im 
Allgemeinen sehr beträchtlich. Herr Kronecker pflegt nun in seinen Uni- 
versitätsvorlesungen bei dieser Gelegenheit zu bemerken, dass nicht alle 
diese Werthsysteme ftlr /"(r,,), /^(ri), ... /(rj zu einer ganzzahligen Func- • 
tion f(x) führen. Da nun aber F(x)^ wenn es überhaupt zerfällt, als Pro- 
duct von ganzzahligen Divisoren dargestellt werden kann,* eine Eigenschaft, 
auf welche eben diese Methode der Zerlegung in irreductible Factoren- ge- 
gründet ist (vergl. Kronecker dieses Journal, Bd. 94, pag. 347 No. 2.), 90 
braucht man nur diejenigen Werthsysteme zu beachten, welche einer ganz- 
zahligen Function f(x) entsprechen. 

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie man durch Berücksichtigung 
dieses Umstandes, verbunden mit einer anderen Eigenschaft von /"(x), welche 
weiter unten auseinandergesetzt werden wird, die Anzahl der zulässigen 
Werthsysteme für /(r„), /"(ri), ... f(r^) von vorne herein, d.h. ohne f(x) 
auszurechnen, so einzuschränken vermag, dass das Verfahren zur thatsäch- 
lichen Ausführung höchst zweckmässig wird. 

I. 

Seien 

& &' 0^*'«^ 

^a^ ^09 ^ay • • • ^a 

die sämmtlichen positiven und negativen Theiler von F(r„), so haben wir 
für /(ro), /(r,), ... f(r^) diese Möglichkeiten: 

f(r,) = 0;,, ©;;, ... 0M 
r(rO = 0;, e[\ . . . 0{^'>, 

/(o = 0:, &:, . . . oy. 

Es handelt sich darum, auf einfache Weise diejenigen Werthsysteme für 
/"(r,,), /"(n), . . . f(r^) herauszufinden, welche zu einer ganzzahligen Function 
f(x) führen. 

Wenn f{x) ganzzahlig ist, so ist auch - - - '• - eine ganze ganz- 

zahlige Function, mithin [(r^ — fir^ durch Vß-^r^ theilbar. Es kann daher 
ein 0(, nur mit einem solchen 0i einem zulässigen Werthsysteme angehören^ 
für welches 
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01 = 00 (mod.ri-ro) 

ist. Ebenso kann ein Werthepaar 0c,0i nur mit einem solchen 02 einem 
zulässigen Werthsysteme angehören, für welches zugleich 



02 =: 00 (mod.r2— To) und 02 ^ 0i (mod.ri— n,). 
Allgemein schliesst man, dass 

nur dann ein zulässiges Werthsystem sein kann, wenn die sämmtlichen 
Congruenzen 

erfüllt sind. 

Es ist zweckmässig, von vorne herein die Grössen unter diesem 
Gesichtspunkte zu berechnen und zu ordnen, und zwar etwa in folgender 
Weise : 

Man berechne die Werthe von F{x) für «+1 verschiedene ganzzahlige 
Argumente r«, Ti, ... r„ und zerlege sie in Primfactoren. Die Zerlegung 
in Primfactoren muss mit Hilfe der Divisorentafeln geschehen, da die Arbeit 
sonst bei einigermassen grossen Zahlen sehr bedeutend ist. Die Divisoren 
von F(ro) bilde man sämmtlich. Von den Divisoren von F(r^ brauchen 
nunmehr nur diejenigen gebildet zu werden, welche den Divisoren von 

F(r,^ (mod. ri—r,)) congruent sind. Diese lassen sich leicht aus der ge- 
sammten Anzahl herausheben, indem man auch die Primfactoren von 

F(r,) auf ihre kleinsten Reste (mod.ri— ro) reducirt, und in dieser Form 
herausfindet, welche Combinationen von Primfactoren zulässige Divisoren 
liefern. Die zulässigen mögen mit 01, 0", . . . 0{'''^ bezeichnet werden. 

Von den Divisoren von F{r<^ bildet man nur diejenigen, welche 

zugleich (mod. Tj— ro) irgend einem Theiler von F(ro) und (mod.ri— nO 
irgend einem der berechneten Theiler von F(r^ congruent sind, u. s. f. 

Nachdem dies geschehen, ordne man die gefundenen Theiler in der 
folgenden Weise. Entsprechend den Grössen 0^, 0o , . . . 0[^'^ werden y^ 
Abtheilungen gebildet: 

0'o ®o I ©o' etc. 
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In die erste Horizontalreihe jeder dieser Abtheilnngen werden die- 
jenigen der Grössen 0| eingetragen, welche dem betreffenden Ö„ (mod. Tj —r„) 
oongruent sind. Dadurch zerfällt jede der Abtheilnngen in Untembtheilangen 
entsprechend den Grössen öj, welche daselbst vorkommen. In jede der Unter- 
abtheilnngen werden diejenigen der Grössen O. eingetragen, welche zugleich 

dem entsprechenden 0„ (mod. r2—r„) und dem entsprechenden 0^ (mod.rj— ri) 
congruent sind, u. s. f. Findet sich für eine Combination 0,^ 0„ ... 0„«i 
kein 6^.., so ist diese Combination auch bei allen folgenden Rechnungen 
unberücksichtigt zu lassen. Die so geordnete Tabelle liefert alle Werth- 
Systeme 0,„ ©i, ... 0., für welche die (Kongruenzen 



Sa= ^ß (mod. r^-r/, 
sämmtlich erfüllt sind. 

Aus dieser Tabelle berechne man nun eine neue, welche die mög- 
lichen Werthe der Function 

für X = Ti, Tj, . . . r, angiebt. Man ziehe also die Glieder der ersten Hori- 
zontalreihe von den entsprechenden Gliedern der übrigen Horizontalreihen 
ab und dividire durch die betreffende Differenz r^—r,i. Von diesen Werth- 
systemen /i(ri), /iCrj), ... /i(0 &^^ ^^^ S^^^ dasselbe, dass sie nur dann 
einer ganzzahligen Function entsprechen, wenn 

/; (r„) = fy (r;) (mod-TT-T^) 
ist, und alle mit diesen Bedingungen unverträglichen Combinationen sind 
daher wegzulassen. 

Aus den übrig bleibenden Zahlen leite man eine neue Tabelle der 

Werthe von 

1'^ ^ x — r^ 

für die Argumente x = r^,, Tj, ... r, her. Sie steht in derselben Beziehung 
zu f^(x\ wie f^{x) zu f{x). Auch hier sind die mit einer der Bedingungen 

A(r.) - A(r^) (mod. r,-rO 
nicht vereinbaren (Kombinationen wegzulassen. Wenn man auf diese Weise 
forttUhrt, so gelangt man bei jedem Schritte zu einer neuen Function, 
deren (irad um eine Einheit niedriger ist als der Grad der vorhergehenden. 
Wenn also der Grad von f{x) gleich w ist (m^^h), so wird /« eine Con- 
Htantc sein, und wenn tn <:: n ist, so sind /•«+„ . . . f, gleich Null. 
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Die Tabellen liefern nun eine Anzahl ganzzahliger Werthsysteme für 

Jedem derselben entspricht eine ganzzahlige Function f(x). Denn es ist 

/^(a?) = /^(ro)+/i(a:)(a?-ra), fi{x) = f,(r,)+f,(x)(x-r,), ... 

r.^r (x) = /:_, (r^^O + f, (x-r^,) 
und mithin 

f(p) = f(r^^+f\{rA){x-r,^+f2{r2)(jx-r,){x-r^) + -^ 

Da /"(r,,), /\(r,), . . . /l ganze Zahlen sind, so ist f(x) ganzzahlig. 

Aus dieser Form von f{x) sieht man, dass der Coefficient der höchsten 
Potenz gleich der letzten Zahl in der Reihe 

ist, welche nicht gleich Null ist. 

Man braucht nur diejenigen Theiler aufzusuchen, in denen dieser 
Coefficient positiv ist; denn* mit f{x) ist auch — f{x) ein Theiler der gege- 
benen Function; in einem von beiden muss aber jedenfalls der Coefficient 
der höchsten Potenz positiv sein, und es ist nicht nöthig, beide zu berechnen. 

Der Coefficient der höchsten Potenz in f(x) ist ein Theiler von Oy. 
Alle diejenigen Combinationen also, für welche diese Bedingung nicht er- 
füllt ist, sind zu verwerfen. 

Femer genügt es, die Tabellen nur. für diejenigen Abtheilungen aus- 
zuführen, welche den positiven Theilern von F(ro) entsprechen; denn die 
übrigen Abtheilungen ergeben sich, wenn ich alle Zahlen in ihr Entgegen- 
gesetztes verwandle. 

IL 
Die Anzahl der in Betracht zu ziehenden Möglichkeiten kann noch 

weiter eingeschränkt werden. Wenn nämlich F(x)^ ax^af+ay^af~^-\ f-öp 

ist, so ist offenbar \F(x)\ grösser als: 

|a;K|a..|-|a.||x|--|o,||ar|- la,||ar|-). 

Da nun dieser Ausdruck, wenn er für jar| = p positiv ist, auch für |a:|>p 
positiv bleibt, so ist p eine obere Grenze der Wurzeln von F(x) = 0. 
Bezeichnet m den grössten der absoluten Beträge von aj, 02, ... a^ und 
wird |ir| grösser als 1 vorausgesetzt, so ist 



94 Runge, ZerUgmmg 

Mithin wird es jedenfalls aiurekke&. 9 == ~T'^^ '^ Mtna. la AügaBciiien 



wird man aber durch Prohsrea ohne Mike daai klcBcrai Wadi ftr p 
finden. 

Diese obere Grenze der WiReln ISas ach su ffer fie Zeri^ug 
von F(x) benatzen. Bezeieluiec nimUch /* x^ wie obea. enca Tkefler tod 
F(x\ so wird iß aneh eine obere Greaze der Wnrzefai tos /^x) = aein. 
und daher werden die CoefiBcieiiteB toh f'x\ de« ahsolatm Betrage nach 
kleiner sein als die entaprecbendea Coefikieatea ia 

oder (wenn man beachtet, da» das Toa x aaahhiagige Glied ia /(«) ein 
Theiler von a^ sein moss^ kleiner als die eatqireclieadca Coefifidenten in 

Daher ist 

|/(r.)|< «.Cr, ^fir oder aaäi fr:. < • [r.^P^- m,fr~\m^\. 
Wenn femer /Vy 'x^ = ''X- ^ ^^^ ^^^^ ^^>^ demselben Gnmde 

|y(r„)|<,<::r. -re:'^oder anch y>;/< « ' r. -f p^^-^-lg^ipr— ^.;^| 
nnd daher 

I^WI>ra!^^ <^" ""■ ^>-- >^ ;,..^^|^+K, - 

Es ergiebt sich also fÄr /"^r,^ ■ ein Intervall A^'* bb ß^"\ innerhalb dessen 
es liegen mnss. Alle diejenigen Theiler von F>,\ deren absolnter Betrag 
ausserhalb dieses Intervalles liegt, kommen Ar die Theiler mf*^ Grades 
nicht in Betracht. 



IIL 
Nach diesen Vorschriften soll nnn ein Beispiel gerechnet werden. 
Es sei die zu untersuchende Function 

F(x) = 3x' + 7x'^--UV-19x*+172x*^71x'^17x-66. 

Man wähle die Argumente 7, 0, —2, —8. Im Allgemeinen ist es vortheil- 
haft, die Argumente so zu wählen, das^ die Differenzen r^—Tß möglichst 
gross werden. 

Dadurch erhält man grosse Congruenzmoduln und mithin eine ge- 
ringere Wahrscheinlichkeit, dass zwei Zahlen congruent sind. Nur muss 
man sich innerhalb der durch die vorhandenen Divisorentafeln gezogenen 
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Schranken halten. Zunächst rechne man P(x) für diese Argumente aus und 
zerlege es in Factoren. Dann berechne man q und die Grenzen A^^^B^"^^ 
für m = 1, 2, 3. Das giebt die folgenden Werthe 



= 5 





+F(x) 


AW Bm 


j4P) ß(*) 


7 


17.293.631 
2.3.11 


0, 36 


4, 432 
0, 66 





0, 15 


2 


2M39 


0, 21 
Ö, 39 


0, 138 


8 


2.7.19.127' 


4, 498 



^(3) B(3) ») 

44, 4900 
0, 720 



44, 6300 



Für x = l kommen die wenigsten Theiler vor. Nur 1, 17, 293, 631 liegen 
in den verlaugten Grenzen. Daher werde r,, = 7 gesetzt. Für r^ wähle 
man —8, weil die Zahl der in den nöthigen Grenzen liegenden Divisoren 
nicht viel grösser ist als diejenige der Divisoren für und —2, zugleich 
aber der Congruenzmodul 7 + 8 erheblich grösser. 

Die Zahlen 1, 17, 293, 631 sind (mod.15) congruent 1, 2, 8. Um 
die Divisoren von 2.7.19.127^ zu finden, welche 1, 2, 8 (mod.15.) con- 
gruent sind, reducire man die Primfactoren von F(— 8) für den Modul 15 

auf ihre kleinsten Reste 

2. 7. 4. 7. 7. 

Hier hat man innerhalb der gefundenen Grenzen 

1, « 2.7 = 1, 2, -47 = 2, - 7, 2.4, 2.7.7 = 8, 
also 

1, -14, 254 = 1, 2, -133, -2413 = 2, -7, -127, 38, 1778 = 8. 
Die Tabelle beginnt mithin mit den folgenden beiden Reihen 

m = 3 





»» = 1 


m = 2 














293 




7 


1 


17 


631 


-8 


1 -14 


2 -133 


-7 


-127 38 


1778 


254 



Den Theilem ersten Grades können für a: = 7 wegen der gefundenen 
Grenzen nur die Zahlen 1 und 17, den Theilem zweiten Grades nur die 
Zahlen 17 und 293, den Theilem dritten Grades nur 293 und 631 ent- 
sprechen. Das ist in der Tabelle durch die drei Absätze «1 = 1, m = 2, 
m = S angedeutet. Darnach sind in die Abtheilung für 1 z. B. nur die- 



*) Die Grenzen A, B sind nicht alle bis auf die Einheit genau ausgerechnet. 
•Nur ist Bedacht darauf genommen, dass die hingeschriebenen Zahlen das wahre 
Intervall einschliessen. 
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jenigen Theiler von F(— 8) zu setzen, welche au88er den früher genannten 
Bedingungen noch diese erfüllen, dass sie in den Grenzen für m = 1 liegen, 
also nur 1 und —14, während 254 zu gross ist 

Für r-i setze man und — 2 für r^. Dann wird die Tabelle aus vier 
Horizontalreihen bestehen. Darunter sind die Tabellen für /i(x), /i(a:) und 
/j gesetzt, um ihre Entstehung aus einander übersichtlicher zu macheu. 





f 7 


m-1 


m= 2 " 














2y3 
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17 


631 


f(^) 
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1 -14 


2 -133 


-7 


- 127 38 


1778 

—22 

-4 


-254 



_2 


1 -() 

1 -8 


()6 ; 3 
8 -1 





6 


—6 




-4 


-8 —278 




-8 


_2 


1 
1 
1 


; 1 i 10 


. 


17 


-99 


59 


/•.w 


■ -7 2 
1 2 


41 


45 
33 


91 
1 71 ; 101 


a^) 


\ 2 


ö 
"ö '()" 


-1 1 ■ 
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18 
22 


4 


2 ; 7 
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In der Tabelle für f^{x) sind die Zahlen 2 und 33 durchstrichen, 
weil sie den Zahlen 10, resp. 17 (mod.6) nicht congruent sind, ebenso in 
der Tabelle für f.i{x) die Zahlen und 7, weil sie -1, resp. 4 (mod. 2) 
nicht congruent sind. In der Tabelle für ^ ist —2 weggestrichen, weil es 
kein Theiler von d,, ist. 

Derjenige Theil der Tabellen, welcher den negativen Theilern von 
F(7) entspricht, braucht nicht besonders hingeschrieben zu werden, weil er 
aus dem hingeschriebenen Theil entsteht, dadurch dass man alle Zahlen 
in ihr Entgegengesetztes verwandelt. 

Wenn man jetzt beachtet, dass man sich nur um diejenigen Theiler 
f(x) zu kümmern braucht, in denen der Cocfficient der höchsten Potenz 
positiv ist, so bleiben fllr /(r,,), /lOr,), /L.(r.), /, nur die folgenden drei Com- 
binationen übrig 

(1,0,0,0), (1,1,0,0), (631,59,4,1). 

Der ersten Combination entspricht die Zahl 1, der zweiten Combinatiou 
entspricht 

1+1. (a:— 7) oder j:-6. 
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Aber x — 6 kann kein Theiler sein, weil a; = 6 ausserhalb der gefundenen 
Grenze p = 5 liegt. Die dritte Corabination liefert die Function 

631 + 59(x~7) + 4(x-7)(a? + 8) + (a?-7)(a: + 8)a: 
oder 

Versucht man hierpait die Division, so ergiebt sich, dass der Rest Null und 
dass F(x) gleich dem Producte der beiden Factoren 

ist; und diese beiden Factoren müssen irreductibel sein, da F{x)^ wie be- 
reits ermittelt worden ist, keine Factoren ersten und zweiten Grades hat 

Berlin, December 1884. 
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Bemerkung anlässlich des Aufsatzes von Herrn 
O. Hermes über eine gewisse Curve dritten Grades *). 

(Hierzu Figurentafd I.) 

(Von Herrn P. H. Schonte in Groning:en.) 

Im November 1852 sehrieb Steiner: 

„Sind in einer Ebene zwei begrenzte Geraden AB und CD in be- 
liebiger fester Lage gegeben, so besteht der Ort desjenigen Punktes, aus 
welchem dieselben unter gleichen Winkeln (oder auch unter Winkeln, die 
zwei Rechte betragen) gesehen werden, aus zwei Curven dritten Grades." 

„Beide Curven gehen durch die vier Endpunkte der gegebenen Ge- 
raden, sowie durch ihren gegenseitigen Schnittpunkt. Femer haben die 
Curven diejenigen zwei Punkte gemein, aus welchen beide Geraden unter 
rechten Winkeln erscheinen. Die zwei*übrigen gemeinschaftlichen Punkte 
der Curven sind imaginär und liegen auf der unendlich entfernten Geraden. 
Der Satz umfasst viele, theils interessante specielle Fälle, welche unter 
besonderen Annahmen rUcksichtlich der gegenseitigen Lage und der Grösse 
der beiden Geraden eintreten **)." 

Ein specieller Fall dieses allgemeinen Steiner^chen Satzes ist im 
vergangenen Jahre hauptsächlich auf analytische Weise a. a. 0. von Herrn 
0. Hermes behandelt worden. Es sei mir erlaubt, in diesen Zeilen nachzu- 
weisen, wie die Resultate des Herrn Hermes sich den mittelst synthetischer 
Betrachtungen von den Herren K, Küpper, C Pelz und H. Schröter er- 
haltenen allgemeinen Ergebnissen unterordnen; dabei werde ich ausserdem 



*) Dieses Journal, Bd. 97, S. 177. 

**) Dieses Journal, Bd. 45, S. 375 oder Jacob Steinern gesammelte Werke, zweiter 
Band, S. 487. 

In den „Nouvelles Annales de Mathömatiques" (3^S6rie, Tome III 1884, S. 351) 
wird das Problem von Herrn E. Fauquembergue auf's neue gestellt und dabei auf den 
Fall von zwei einander senkrecht schneidenden begrenzten Geraden Gewicht gelegt 



Schonte, über eine gewisse Curee dritten Grades. 99 

Gelegenheit finden, eine nicht ganz richtige Stelle des neu erschienenen 
Aufsatzes auszugleichen. 



1. Versteht man zur Vermeidung von Zweideutigkeiten unter dem 
Winkel APB (Fig. 1) denjenigen Winkel, um den man die richtungslose 
Gerade AP um ihren Schnittpunkt P mit der richtungslosen Geraden BP 
im Sinne der Bewegung eines Uhrzeigers drehen muss, damit sie mit BP 
zusammenfalle, so ist der Ort der Punkte P, für welche der Winkel APB 
einen bestimmten Werth hat, bekanntlich ein Vollkreis. Es ist dann der 
Ort der Punkte P, für welche die Winkel APB und CPD einander gleich 
sind, offenbar der Ort der Schnittpunkte der einander entsprechenden Kreise 
in den einander projectivisch verwandten Büscheln A, B und C, D. Dieser 
Ort würde bekanntlich eine Curve vierter Ordnung sein, welche durch A, 
B, C und D geht und die imaginären Kreispunkte zu Doppelpunkten hat, 
wenn nicht der aus der Geraden AB und der unendlich fernen Geraden be- 
stehende Kreis des Büschels A, B dem aus der Geraden CD und der un- 
endlich fernen Geraden bestehenden Kreise des Büschels C, D entspräche, 
und die unendlich ferne Gerade sich also als uneigentlicher Theil vom Orte 
absonderte. Es bleibt deshalb eine durch A, B, C, D und die imaginären 
Kreispunkte gehende Curve dritter Ordnung übrig. Und es leuchtet un- 
mittelbar ein, dass der Ort des Punktes Q, für welchen die Winkel AQB 
und CQD einander zu zwei Rechten ergänzen, oder die Winkel AQB und 
DQC einander gleich sind, eine ebenfalls durch A, B, C, D und die ima- 
ginären Kreispuukte gehende Curve dritter Ordnung ist, und dass die drei 
Punkte, welche die beiden Curven weiter noch gemein haben, wirklich die 
oben von Steiner angegebene Lage haben. 



2. Wenn der Punkt P (Fig. 2) in Beziehung auf AB und CD so 
gelegen ist, dass die Winkel APB und CPD einander gleich sind, so wird 
der Kegelschnitt mit den Brennpunkten B und C, welcher AP berührt, eben- 
falls DP berühren. Also ist der Ort der Punkte P, für welche die Winkel 
APB und CPD einander gleich sind, nicht verschieden von dem Ortender 
Schnittpunktequadrupel von den aus A und D an die Kegelschnitte mit 
den Brennpunkten B und C zu legenden Tangentenpaaren. Dieser letztere 
Ort ist als Ort der Glanzpunkte von der Schaar der Kegelschnitte mit den 
Brennpunkten B und C für Ji und D als Lichtquelle und Auge (oder aber 

13* 
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mir den Brennpunkten A ond D für B und C als Lichtquelle ond Auge) 
von Herrn PeU*) eingehend autersacht Unter Aaderem hat Herr PeU 
gezeigt, 

d) dass die Gegenecken der Vierseite, welche yod den ana A ond D 
an die Schaar der Kegelschnitte mit den Brennpunkten B und C zu ffihrenden 
Tangenten gebildet werden, eins der drei Systeme von conjugirten Punkte- 
paaren der Curve liefern, und dass dieses System die imaginären Kreiapnnkte 
als Punktepaar aufnimmt; 

6) dass die Curve sich nicht ändert wenn man die Punktepaare AD 
und BC durch irgend zwei andere Paare desselben Systems ersetzt; 

c) dass die Tangente in P an die Curve erhalten wird als die zweite 
Tangente von P an denjenigen Kegelschnitt der Schaar mit den Brenn- 
punkten B und C, welcher die Verbindungslinie von P mit seinem für das 
angewiesene System conjugirten Punkte berührt; 

d) dass die aus P an die Curve zu flihrenden Tangenten die zwei 
Tangentenpaare aus P au die durch F gehenden Kegelschnitte der durch 
B und C als Brennpunkte bestimmten Schaar sind; 

e) dass die Curve einen Doppelpunkt haben wird, sobald A und D 
auf einem Kegelschnitte mit den Brennpunkten B und C und also auch B 
und C auf einem Kegelschnitte mit den Brennpunkten A und D liegen. 

Ich hebe zunächst nur aus 6) hervor, dass die begrenzten Geraden Pi P, 
und P[ P2 oder Pi Pi und P[ P^, welche zwei beliebig gewählte Paare von con- 
jugirten Punkten P^ P[ und P2, f^ des der Betrachtung zu Grunde liegenden 
Systems kreuzweise verbinden, sich an die Stelle von AB und CD setzen 
lassen, ohne dass dadurch die in der von Steiner angegebenen Weise er- 
zeugte Curve irgend eine Aenderung erleidet. Allein es ist dann offenbar 
der Ort des Punktes Q, ftir welchen die Winkel P1QP2 und P'zQPi ein- 
ander gleich sind, verschieden von dem Orte des Punktes Q, für welchen die 
Winkel AQB und DQC einander gleich sind. 

3. Hat der Punkt P (Fig. 3) in Bezug auf AB und CD eme solche 
Lage, dass die Winkel APB und CPD (d. h. CPD) einander gleich sind, 
bo wird es einen dem Vierseite ABDC eingeschriebenen Kegelschnitt geben. 



^) Sitzungsberichte der math.-naturwissensch. .Klasse der Kais. Akademie der 
Wissenschaften in Wien, Bd. 64, S. 730: „Ueber das Problem der Glanzpunkte*'. 
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von welchem P einer der beiden Brennpunkte ist. Es ist also der Ort des 
Punktes P, für welchen die Winkel APB und CPD einander gleich sind, 
auch als der Ort der Brennpunkte von der dem Vierseite ABDC einge- 
schriebenen Schaar von Kegelschnitten zu betrachten. Von dieser Ent- 
stehungsweise ausgehend hat Herr Schröter*) dieselbe Curve dritter Ord- 
nung untersucht und weiter gefunden, 

/) dass die als Brennpunkte desselben eingeschriebenen Kegelschnittes 
einander entsprechenden Punkte P die Paare von conjugirten Punkten eines 
der drei Systeme bilden, dass dieses System die beiden Kreispunkte als 
Paar enthält, und dass jedes Punktepaar, welches mit irgend zwei Paaren 
des Systems die drei Paare von Gegenecken eines vollständigen Vierseits 
bildet, immer dem Systeme angehört; 

g) dass die Curve sich bei Ersetzung der Paare AD und BC durch 
irgend zwei andere Paare desselben Systems nicht ändert; 

h) dass die Mitten der die beiden Punkte der Systemenpaare ver- 
bindenden Strecken als Mittelpunkte der dem Vierseite eingeschriebenen 
Kegelschnitte eine bestimmte Gerade erfüllen; 

f) dass die Curve aus irgend einem Paare AD von zwei projectivisch 
verwandten hyperbolisch gleichseitigen Strahleninvolutionen, welche sich in 
halb perspectivischer Lage befinden, erzeugt werden kann; 

k) dass aber die einfachste Erzeugungsweise der Curve erhalten wird, 
wenn man sie betrachtet als den Ort der Schnittpunkte von den Kreisen 
eines Büschels mit ihren durch einen festen Punkt gehenden Durchmessern, 
wobei dann das Kreisbüschel von den über AD und BC als Durchmessern 
beschriebenen Kreisen bestimmt, und der feste Punkt der Brennpunkt der 
einzigen Parabel der Schaar von den dem Vierseite ABDC einbeschriebenen 
Kegelschnitten ist. 

Aus der letzteren Construction der Curve, welche von Herrn Küpper 
herrührt, erhellt unmittelbar, dass der Scheitel des Büschels von Durch- 
messern zu gleicher Zeit der reelle Schnittpunkt der beiden imaginären, 
nach den Kreispunkten gerichteten Asymptoten der Curve ist. Dieser so- 
genannte doppelte Brennpunkt der Curve muss, da die Kreispunkte einander 



*) Math. Annalen von A. Clebsch uud C. Neumann, Bd. 5, 8. 50: „Ueber eine be- 
soDdere Curve dritter Ordnung und eine einfache Erzeugungsart der allgemeinen Curve 
dritter Ordnung". 
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conJQ^irt sind, auf der Curve liegen; was von der KUppemclkeu Constraction 
unmittelbar dargethan wird. 

4. Wenn man, wie in dem von Herrn Hermes untersuchten Falle, 
die Punkte B und C (Fig. 4) zusammenfallen ISsst so untersuche man zu- 
nächst, welche Aenderung die beiden von Steiner erwähnten Curven dritter 
Ordnung im Allgemeinen erleiden. Nimmt man dabei an, dass die Grenz- 
läge des Zusammenfallens der Punkte B und C von der beliebigen Lage 
(Fig. 1) aus erreicht wird, und betrachtet man die Lage der Punkte B^ C 
und des Schnittpunktes V von AB und CD unmittelbar vor der Coincidenz 
(Fig. ö), so leuchtet es ein, dass bei der Coincidenz flir beide Curven die 
Tangentenrichtung im Coincidenzpunkte unbestimmt wird, und der Coincidenz- 
punkt ein Doppelpunkt von beiden Curven werden wird. Aber das weitere 
Verhalten der beiden Curven ist ganz verschieden. Denn während der Ort 
der Punkte P, für welche die Winkel APB und CPD einander gleich sind, 
eine eigentliche Curve dritter Ordnung mit dem Doppelpunkte ß, C ist, 
zermilt der Ort der Punkte Q, für welche die Winkel AQB und DQC 
einander gleich sind, in drei Gerade. Es besteht nämlich der Ort der 
Schnittpunktequadrupel der von den Punkten A und C an die Kegel- 
schnitte mit den Brennpunkten B und D zu legenden Tangenten bei Coin- 
cidenz von B und C aus den beiden von B, C zu den imaginären Kreis- 
punkten führenden Geraden; denn es bilden diese Geraden die gemein- 
schaftlichen Tangenten aus C an die Kegelschnitte der Schaar. Aber zu 
diesen beiden Geraden gesellt sieh die Gerade AD, deren Punkte eben- 
falls der Forderung des Problems Genüge leisten. 

Der Satz e) von Art. 2 führt uns ohne irgend eine Coincidenz von 
zweien der vier Punkte -4, ß, C. D auf Streckenpaare AB und CD, die 
als Ort der Punkte P, für welche die Winkel APB und CPD einander 
gleich sind, mit einem Doppelpunkte behaftete Curven dritter Ordnung 
liefern. Dazu hat man auf irgend einem Kegelschnitte K (Fig. 6) mit den 
Brennpunkten A und D nur zwei Punkle B und C beliebig anzunehmen; 
hierbei wird dann, nach der in Art. 2 vorausgesetzten Entstehungsweise des 
Ortes dritten Grades, der Schnittpunkt E der Tangenten von K in B und C, 
d. h. der Pol von BC in Bezug auf K, der Doppelpunkt dieser Curve sein. 
Es geht aus dem oben angeführten Satze e) schon hervor, — und es ist ein 
Leichtes, dies auch direct zu beweisen — , dass A und D auf einem Kegel- 
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schnitte IC mit den Brennpunkten B und C liegen werden, wenn B und C 
sich auf einem Kegelschnitte K mit den Brennpunkten A und D befinden; 
und so ergiebt sich hier beiläufig weiter, dass der Pol von BC in Bezug 
auf K ebenfalls der Pol von AD in Bezug auf Ä'' sein muss; denn bei 
Vertauschung der Paare AD und BC ändert sich die Curve dritten Grades 
nicht, und diese Curve hat nur einen Doppelpunkt*). 

Sind die Punkte B und C (Fig. 6) beliebig auf K gewählt, so werden 
die Punkte B und D im Allgemeinen nicht auf einem Kegelschnitte mit 
den Brennpunkten A und C liegen, und deshalb wird der Ort des Punktes 
Q, für welchen die Winkel AQB und DQC einander gleich sind, keinen 
Doppelpunkt aufweisen. Wenn aber die Punkte B und C auf K eine solche 
Lage haben, dass A und C die Brennpunkte eines durch B und D gehenden 
Kegelschnittes L. (Fig. 7) sind, so hat auch der zweite Ort der Punkte Q 
für die Strecken AB und CD einen Doppelpunkt. Offenbar kann man diese 
Lage der Punkte B und C hervorrufen, indem man C willkürlich auf K 
annimmt, und dann B in einen der vier Schnittpunkte**) von K mit dem 
durch D gehenden Kegelschnitte L, welcher A und C zu Brennpunkten 
hat, verlegt. Es entsteht dabei im Allgemeinen ein sehr merkwürdiges 
Viereck ABCD, für welches jedes Paar von Eckpunkten sich allemal auf 
einem Kegelschnitte befindet, welcher das andere Paar von Eckpunkten zu 
Brennpunkten hat Denn wenn die Gleichungen AD + DB =^ AC+CB und 
AD + DC= AB + BC gelten, so gilt auch die Gleichung AB+BD = AC+CDy 
u. s. w. In diesem Falle führen die vier Punkte A, B, C, D in der von 
Steiner angegebenen Weise zu drei Curven dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte ***). 



''') Nur wcDD B und C auf zwei Kegelschnitten mit den Brennpunkten A und D 
liegen, muss man bei Anwendung dieses Satzes Vorsicht üben. Ist z. B. das Viereck 
ABCD ein Rechteck, so ist der Pol von BC in Bezug auf die Ellipse durch B and C, 
welche A und D zu Brennpunkten hat, nicht der Pol von AD in Bezug auf die durch 
A und D gebende Ellipse mit den Brennpunkten B und C, sondern in Bezug auf 
die durch A und D gehende Hyperbel mit den Brennpunkten B und C. 

**^ Wenn die beiden Kegelschnitte Ellipsen sind, so sind von diesen vier Schnitt- 
punkten bekanntlich höchstens zwei reell. 

***) Es hat Herr Pelz a. a. 0. bemerkt, dass die von den Paaren AD und BC 
bestimmte Curve dritter Ordnung zerfallen wird, sobald die Punkte B, C auf zwei 
Kegelschnitten mit den Brennpunkten A und D liegen. Die Umkehrung dieses Satzes 
erleidet eine Ausnahme; denn wenn B und C zusammenfallen, liegen A und C nicht 
auf zwei Kegelschnitten mit den Brennpunkten B und D, und doch zerfällt die von 
den Paaren AC und BD bestimmte Curve in drei Gerade. 



X04 Schaute, über eine gewisse Carte dritten Grades. 

5. Ist der Ort der Punkte P im Allgemeinen nach Herrn Peh der 
Ort der Glanzpunkte der Schaar von Kegelschnitten mit den Brennpunkten 
A und Z> für ß und C als Lichtquelle und Auge, so ist er beim Zusam- 
menfallen von B und C zu gleicher Zeit als der Ort der Fusspunkte der 
aus dem Coincidenzpunkte auf die Kegelschnitte mit den Brennpunkten A 
und D zu fällenden Normalen und als der Ort der Berührungspunkte der 
aus dem Coincidenzpunkte an die Kegelschnitte dieser Schaar zu ftthrendeu 
Tangenten zu betrachten. Denn bei Coincidenz von Lichtquelle und Auge 
besteht das Glanzpunktesextupel aus den vier Fusspunkten der Normalen 
und den zwei Berührungspunkten der Tangenten, welche aus dem Coinci- 
denzpunkte an den Kegelschnitt möglich sind. Und da durch jeden Punkt 
P der Ebene zwei einander senkrecht schneidende Kegelschnitte gehen, 
so ist dieser Punkt P Berührungspunkt auf einer der beiden Tangenten aus 
dem Coincidenzpunkte ftir den einen dieser beiden Kegelschnitte, wenn er 
Fusspunkt einer der vier Normalen aus dem Coincidenzpunkte für den an- 
deren ist, und umgekehrt*). 

In Verbindung mit dem Satze b) von Art. 2 oder g) von Art 3 kann 
noch behauptet werden, dass unsere Curve für den Coincidenzpunkt der 
Ort der Normalenfusspunkte und der Berührungspunkte der Tangenten ist in 
Bezug auf eine einfache Unendlichkeit von Kegelschnittschaaren. Diese 
Schaaren bilden nach Schröter eine Schaarschaar. 

6. Wenn ich mich jetzt zu der Behandlung der von Herrn Hermes 
gefundenen Resultate wende, so übergehe ich natürlich die Construetion 
in § 1, welche dem Satze a) von Art. 2 entspricht, ebenso wie die Angabe 
der Tangenten im Coincidenzpunkte, welchen ich weiterhin durch das Symbol 

BC bezeichnen werde, und diejenige der Richtung der Asymptote. Also 
fange ich mit der Anwendung der Sätze 6) von Art. 2 und g) und A) von 
Art. 3 auf den vorliegenden speciellen Fall an. Bedenkt man, dass es in 
dem speciellen Falle der Curve C^ mit einem Knotenpunkte nur ein System 
von conjugirten Punkten giebt, und dass die im Doppelpunkte zusammen- 
gefallenen Punkte einander conjugirt sind, so beweist die bekannte Eigen- 
schaft, welche aussagt, dass zwei conjugirte Punkte sich aus irgend einem 



*) Man vergleiche meinen Aufsatz „Einige Bemerkungen über das Problem der 
Glanzpunkte'' (Sitzungsberichte der Kais. Akad. der Wissensch. in Wien, Bd. XC, S. 983). 
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Punkte der Curve als zwei conjugirte Punkte des nämlichen Systems 
projiciren, in Verbindung mit den angeführten Sätzen unmittelbar, dass die 
vier im Endlichen liegenden Schnittpunkte irgend zweier in gleichen Ab- 
ständen von BC parallel zur Asymptote gezogenen Geraden mit der Curve 
sich zweimal zu zwei „Basiseckpunkten eines Fundamentaldreiecks" ver- 
binden lassen, und dass die Winkel von allen Fundamentaldreiecken im 

gemeinsamen Punkte BC dieselben Halbierungslinien haben, u. s. w. (§ 4 und 
zweiter Satz von § 7). Ich füge noch hinzu, dass — wie aus dem letzten 
Theile des Satzes f) von Art. 3 folgt — die kreuzweisen Verbindungs- 
linien dieser beiden Paare von auf den Parallelen zur Asymptote liegenden 
conjugirten Punkten einander immer im nämlichen Punkte R der Curve 
begegnen, und dass dieser Punkt R dem einzigen reellen unendlich 
fernen Punkte U der Curve conjugirt und also der doppelte Brennpunkt der 
Curve ist. 



Sind AB und CD (Fig. 8) die im Punkte BC zusammenstossenden 
Strecken, hat man die Geraden a und d durch A und D der Verbindungs- 
linie von BC mit der Mitte M von AD und also auch der Asymptote pa- 
rallel gezogen, und werden diese Geraden von einem aus BC als Centrum 
beschriebenen Kreise K in Ai und D^ berührt, so ist der oben erwähnte 
Punkt R der Schnittpunkt der zweiten Tangenten a' und rf' aus A und D 
an diesen Kreis. Werden nun weiter a und d von d' und a' in ^' und D' 
geschnitten, so liegen einerseits A und Z)', andererseits A' und D auf einem 

die Gerade AiDi in BC berührenden Kreise. Es ist nämlich der Winkel 



ABCD' ein rechter, da die Geraden ABC und D^ BC zwei einander zu 
zwei rechten Winkeln ergänzende Winkel halbieren; also wird der aus der 
Mitte iV von AD^ als Centrum mit NA als Radius beschriebene Kreis in 

BC die Gerade A^D^ berühren. Ebenso berührt der über ÄD als Durch- 
messer beschriebene Kreis dieselbe Gerade A^D^ in BC. Und da die Er- 
setzung von a und d durch irgend zwei in gleichen Abständen von BC 
parallel zu a und d gezogene Geraden zu einer Figur mit demselben Punkte 
R führt, so ist die betrachtete Curve der Ort der Schnittpunkte von den 

die Gerade A^D^ in BC berührenden Kreisen mit ihren durch R gehenden 
Durchmessern. Sie wird also erhalten, wenn man auf jeder Geraden a' 

durch R vom Schnittpunkte N mit BCM aus nach beiden Seiten eine dem 

Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 2. 14 
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Xh^UwuW liCN ((Icidie »Strecke bis nach A and Z>' abträgt, und sie kann 
tloshiilb hckuniitlicli den Namen ..»chiefe Strophoide" fähren*). 

DdH hetzte HcHultat, welches fUr diesen speciellen Fall die in Satz i) 
von Art. H iingedeutete Küppemche Constmction der Curve vorftthrt, ist in 
der Abhundhuif^ des Herrn Hermes nicht enthalten. Denn obgleich wohl 

horvorgchoben wird, das» jeder Kreis, welcher in BC die Gerade AiDi be- 
rilhrt, die Curve noch in zwei Punkten schneidet, deren Verbindnngslinie 
ein l)nr(*1itnc8ser des Kreises ist (§ 3}. so wird nicht erwähnt, daas dieae 
1 )ur(^hnic8Her durch einen gemeinsamen Punkt gehen**). Xur in dem be- 
Hondereii Falle einer symmetrischen Curve, wobei R auf A^B^ liegt and die 
schiefe Stro])hoide in die rechte Strophoide Obergeht, wird der gewöhnlichen 
Constru(^tion dieser Strophoide ohne Beifügung dieses Namens Elrwähnnng 
gethan (§ 6). 

Nach dem Satze /*) von Art. 3 wird die Lage der Asymptote durch 

die Bedingung bestimmt sein, dass BC von der Asymptote und der zu ihr 
parallelen Geraden durch R gleich weit entfernt ist. Aber der Schnittpunkt 
S dieser Parallelen mit AiD^ liegt ebenfalls auf der Curve. Denn wenn E 
der Berührungspunkt von AD' mit dem Kreise K ist. dessen Radius r 

heissen möge, so ist AE . ED' = r^^ weil das Dreieck ABCD' in BC recht- 
winklig ist. Also ist auch A^A . D^D' = r\ ebenso A^Ä . D^D = r^^ und 
deshalb gilt die Proportion A^A:D^D = AiA':DiD'; was aussagt, dass ^Z) 
und A' D' einander in einem Punkte T von A^D^ treffen. Wegen der harmo- 
nischen Eiigenschaften des vollständigen Vierecks werden also die Punkte 
A und D von den Geraden SR und ST harmonisch getrennt, d. h. die ein- 
ander senkrecht schneidenden Geraden SR und ST halbieren den Winkel 

ASD, und es werden die Geraden AS und DS von einem nämlichen aus BC 
als Centrum beschriebenen Kreise berllhrt. Dadurch ist nun bewiesen, dass 
die Gerade AiD^ von der Asymptote und der Curve in gleichen Entfer- 
nungen von BC durchschnitten wird (§ 2). 

Beschreibt man um BC mit BCR als Kadius einen Kreis (Fig. 9) 



*) Man vergleiche H. Picquets „Trait^ de göonietrie analytique", tome 1, page232. 

**) lu § 3 müssen in den Gleichungen (V.) die |', und |',, und im ersten Satze 
auf der dritten Zeile niuss einmal /l, und B, vertauscht werden. Ausserdem musg 
dann mitten zwischen beiden die Bedeutung des Wortes „Schnittpunktepaare** durch 
irgend eine Beifügung wie z. B. „kreuzweise genommenen Schnittpunktepaare" er- 
läutert werden. 
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und legt an diesen die zur Asymptote parallelen Tangenten «^ und rfi, so 
werden diese von den beiden zusammenfallenden Tangenten aus R an den Kreis 
in den Punktepaaren A2 und D2 geschnitten, d. h. in den Punkten A2 und D2 
wird die Curve von den Parallelen zur Asymptote berührt. Der Abstand q dieser 

Parallelen zur Asymptote von fiC, d. h. der Radius BCR^ wird leicht mittelst 

der aus Fig. 8 hervorgehenden Relation q.co^RBCE = r bestimmt. Ist 
nämlich F der Berührungspunkt von K mit der Tangente A'D, so ist die 
Summe der Bögen A^E und FDi einerseits dem um 180" vermehrten 

Zweifachen des Winkels RBCE, andererseits der verdoppelten Summe der 

Winkel A^BCA und DBCD^^ d. h. dem verdoppelten Supplemente des 

Winkels ABCD gleich. Man findet also Q.smABCD = r. Und da nun 

sowohl BCA.BCD.^iuABCD als auch 2r.BCM den doppelten Inhalt des 

Dreiecks ABCD angeben, so ist auch p = =^= (§ 2)*). 

tcBCM 

Das Fundamentaldreieck A2BCD2 (Fig. 9) ist rechtwinklig im Punkte 
BC, Offenbar ist es das einzige rechtwinklige Fundamentaldreieck, da A2 
und D2 das einzige Paar conjugirter Punkte bilden, deren Verbindungslinie 
den entsprechenden Kreis berührt. Und die Projection von A2D2 auf A^Di 
ist so gross möglich, weil es ausserhalb des zwischen den Parallelen 02 
und di enthaltenen Streifens keine reellen Punkte der Curve giebt (§ 5). 
Weiter hat Herr Küpper **) mittelst einfacher geometrischer Betrachtungen 
gezeigt, dass eine Curve dritter Ordnung, welche durch die imaginären Kreis- 
punkte geht, vier Punkte aufweist, von welchen ein jeder das Centrum einer 
die Curve in sich selbst überführenden Transformation durch reciproke Radien 
sein kann, und dass diese vier Inversionscentra die Berührungspunkte der 
vier aus dem einzigen reellen im Unendlichen liegenden Punkte der Curve 
möglichen Tangenten an die Carve sind. In unserem speciellen Falle der 
mit einem Doppelpunkte versehenen cyklischen Curve dritter Ordnung wird 
es aber nur zwei Inversionscentra geben, und diese zwei Centra werden 
eben die Punkte A2 und D2 sein, da die Tangenten hi A2 und D2 an die 
Curve durch den reellen unendlich fernen Punkt der Curve gehen (§ 5). 



HCA HCT) 

'*) Es hat also der Bruch ^. für jedes Paar AD mit ihrer Mitte M einen 

^ BCM "^ 

unveränderlichen Werth. 

**) Ich bemerke, dass in der Gleichung (IV.) von § 2 das erste Zeichen + weg- 
fallen muss. 

14* 
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Kh bleiben jetzt nur noch einige Sätze von § 7 ttbrig. Da diese 
aber unmittelbare Folgen der Sätze c) und rf) von Art. 2 und t) von Art. 3 
Hind, kann ich »ie übergehen. 



7. Ich HchlieAtte dieuen Aufsatz mit der Nacbweisung einer einfachen 
ParametcrHtellung der betrachteten Curve. Dabei gehe ich zu der ein- 
facheren Bezeiclmungöweise ABC des Fundamentaldreiecks (Fig. 9), wie sie 
Herr Hermes anwendet, über und nehme die Halbierungslinien des Winkels 
ACB zu Coordinatenaxen an. Ist dabei CA=a, CB = b und der Winkel 
ACB = 2fi gegeben, so wird die Gleichung der Cur\'e in der Form 

(x^+y^\(a + b)y coü,u — (a — b)x^\uti\^2abxy = 
auftreten. Setzen wir abkürzend (a + b)coBu = 2k ab und (a — 6)sin u = 2t ab, 
so geht diese Gleichung in die etwa» einfachere Gestalt 

{x'-\-y'){ky-lx)^xy = 
über. Also liefert die Voraussetzung y = tx für x und y in t ausgedrückt 
die Werthe 

Es wird also die Bedingung, welche aussagt, dass die drei Punkte mit den 
Parameterwertlicn /i, Z^, /j auf einer Geraden liegen, die Form 

/, n (i+/'0(«,-o; 

annehmen. Und diese Relation reducirt sich unmittelbar auf ä/j f^ /j— / = *). 
p]8 würde mich zu weit führen, mittelst dieser letzt gefundenen Glei- 
chung alle Resultate noch einmal abzuleiten. Daher zeige ich nur noch, 
wie diese Gleichung die behandelte Curve als schiefe Strophoide erkennen 
lässt. Ist nämlich t' der Tangeutialpunkt von /, «o hat man kt^t—l=0, 

also / = ± y-Kf-^ woraus — wie ich beiläufig bemerke — unmittelbar folgt, 

dass die Halbierungslinien des Winkels C aller Fundamentaldreiecke mit 
den Coordinatenaxen coincidiren. Nun zeigt aber die Gleichung der Curve, 



*) Es ist bekanntlich für jede Curve C mit einem Doppelpunkte die Parameter- 
stellung so zu treffen, dass drei auf einer Geraden liegende Punkte entweder von 
der Gleichung tj^t^ =m oder aber von der Gleichung /, + <, + ', =0 bestimmt sind, 
je nachdem der Doppelpunkt ein Knotenpunkt oder ein isolirter Punkt ist. 
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dass ihrem reellen unendlich fernen Punkte u der Parameterwerth ' = -^ 
entspricht: deshalb ist für den conjugirten Punkt R die Gleichung < = — -^ 

massgebend, und es sind die Punkte f,, ^2, welche mit R auf einer Geraden 
Hegen, durch die Relation /i<2 = — 1 an einander* gebunden. Weiter ist der 
durch die Punkte t^ t^ und C gelegte Kreis durch die Gleichung 

x^+y'' X y 1 

tl l,(kl^--C) (i(ikt,-0 (l+'2)(*'2-0 
1 



= 



gegeben, und es wird also dieser Kreis in C von der Geraden kt^tiX—ly^Q 
berührt. Da diese Gerade wegen <i<2 = — 1 für alle Kreise durch C und 
irgend zwei mit R auf einer Geraden liegende Curvenpunkte dieselbe ist, 
nämlich die Senkrechte kx+y=^0 in C auf der Asymptote, da ausserdem 
aber gerade wegen der Bedingung <i/2 = — 1 diejenigen Geraden senkrecht 
auf einander stehen, welche C mit den beiden Curvenpunkten verbinden, 
welche auf einer durch R gehenden Geraden liegen, so ist hiermit die Be- 
hauptung bewiesen. 

Groningen, den 17. Februar 1885. 



110 



lieber die linearen homogenen Substitutionen, durch 
welche die Summe der Quadrate von vier Variabein 
transformirt wird in die Summe der Quadrate der 

vier substituirten Variabein. 

(Aus den liintcriassenen Papieren Otto Hesse» mitgetbeilt von Herrn F. Catpary*).) 

Jjis sind die Eigenschaften der linearen homogenen Substitutionen, 
durch welche die Summe der Quadrate von n Variabein in die Summe der 
Quadrate von n substituirten Variabein transformirt wird, wegen ihres häu- 
figen Gebrauches in der Analysis, der Mechanik und der analytischen Geo- 
metrie vielfältig untersucht worden. In den Fällen n = 2 oder n = 3 werden 
durch jene Substitutionen bekanntlich die Transformationen rechtwinkliger 
Coordinatensysteme in der Ebene oder im Räume bewirkt. In diesen Fällen 
handelt es sich darum, nicht bloss die allgemeinen Eigenschaften der linea- 
ren homogenen Substitutionen kennen zu lernen, sondern vornehmlich die- 
jenigen, welche jedem einzelnen Falle eigenthUralich sind. Das Bedlirfniss 
einer ähnlichen Discussion des nächsten Falles w = 4 lag bisher nicht vor; 
um diese jedoch zu rechtfertigen, weise ich auf das im Folgenden zu be- 
handelnde Fundamentalproblem aus der Theorie der Oberflächen zweiter 
Ordnung hin, welches in jener Discussion zugleich seine Erledigung flndet, 

*) Das Manuscript der vorliegenden Abhandlung ist mir von Herrn Paul du Bois- 
Reymoud durch Herrn Gnndelfinger übergeben worden; da mir dasselbe druekfertig und 
der Veröffentlichung werth erschien, theile ich es hier mit, und zwar, abgesehen von 
wenigen stilistischen Veränderungen, genau in der Form, in der es sich im Hesseschen 
Nachlasse vorfand. Zu Kürzungen, die allerdings möglich gewesen waren, glaubte 
ich mich nicht berechtigt. Den Inhalt der Abhandlung, deren Ausgangspunkt übrigens 
mit dem von Herrn Paul Serret in seiner Geometrie de direction (Paris 1869, p. 142 
und p. 311) gewählten übereinstimmt, bildet die von Hesse entdeckte und mehrfach 
(dieses Journal Bd. 20, S. 304; Bd. 2ß, S. 147; Bd. 73, S. 371; und auch Bd. 24, 
S. 40; Bd. 85, S. 304) untersuchte Abhängigkeit der acht Schnittjmnkte dreier Ober- 
flächen zweiter Ordnung und die andeutungsweise erwähnte Construction des achten 
Schnittpunktes. Eine Vereinfachung und wirkliche Ausführung dieser Construction lasse 
ich in einer besonderen Notiz folgen. C. 
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nämlich, aus sieben gegebenen Schnittpunkten dreier Oberfächen zweiter 
Ordnung den achten zu bestimmen. 

Wenn die Gleichungen von acht Punkten im Räume in der Form 

w,, = o, w, = o, ... w, = o 

gegeben sind, wobei 

W^ = x^u+y„v + z^w+p^r (« = 0,1,...?) 

ist, so lassen sich im Allgemeinen acht Factoren l^ nicht so bestimmen, 
dass man identisch hat: 

(I.) '^.m+i^Wf+'" + i,W:! = 0. 

Wenn man aber nur die ersten sieben Punkte als gegeben annimmt, so 
lässt sich der achte Punkt H^y immer so bestimmen, dass der Gleichung (I.) 
identisch Genüge geschieht. Denn es zerfällt (L) in zehn Gleichungen, 
durch welche die sieben Verhältnisse der acht Factoren l^ und die drei 
Verhältnisse der vier homogenen Coordinaten 0^7, j^,, «7, p? des letzten Punktes 
bestimmt sind. 

Dass auf diese Weise nur ein einziger achter Punkt W^ erhalten 
wird, lehrt folgende Betrachtung. 

Da von den zehn Gliedern der nach den Quadraten und Producten 
der Variabein u, v, w, r entwickelten identischen Gleichung (I.) jedes ein- 
zelne Glied verschwindet, so kann man für die Quadrate und Producte der 
Variabein in (1.) irgend welche zehn Constanten setzen; die Gleichung wird 
auch dann noch erfüllt. Wenn nun F(x^ y, z^p) = die homogene Glei- 
chung irgend einer Oberfläche zweiter Ordnung ist, und man setzt in (I.) 
für die Quadrate und Producte der Variabein respective die Coefficienten 
aus der Gleichung der Überfläche, so geht (I.) über in: 

(II.) A,Fo+AiFi+... + A7F7 = 0, 
vorausgesetzt, dass F^ den Ausdruck F(x^,y^,i^,p^ bedeutet. 

Beschränken wir nun die zehn Coefficienten in der Gleichung der 
Oberfläche zweiter Ordnung durch die sieben Gleichungen: 

Fo=0, Fi = 0, . . . F6 = 0, 

welche ausdrücken, dass die Oberfläche durch die sieben ersten beliebig 
gewählten Punkte gehen soll, so folgt aus (II.) die Gleichung 

F, - 0, 
welche aussagt, dass alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch sieben 
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im Racme beliebig gewählte Pnukte hindurchgehen, anch noch einen achten 
Schninponkr gemeinsam haben, der durch jene sieben bestimmt ist. Das» 
dieser achte Pnnkt sogar limear bestimmt ist. folgt daraus, dass irgend drei 
C^berdächen zweiter ijrdnung sich nur in acht Punkten schneiden. Die 
idendsohe Gleichung 1/ tritt hiemach als die analnische Bedingimg daf&r 
auf. daa« die acht Punkte IV, fr. ... fl' die acht Schnittpunkte dreier 
(Oberflächen zweiter Ordnung sind. 

Um 'L\ bi eine für die folgenden Untersuchungen bequemere Form 
zu bringen, setzen wir: 



Durch diese Substitutionen geht ^I.] in eine neue identische Gleichung über, 
und wir können ^agen: 

IIV/in ackt Punkte im Räume die Schtiittputikte rom drei OberßäckeH 
zweiter Ordnung sein sollen, so müssen die Gleichungen derselben ron der Art 
sein, dass ihre linken Seilen mit gewissen Facloren multiplicirt der identischen 
Gleichung 

Genüge leisten. 

Nun weiss mau aber, wenn L\ = 0, r^ = 0, tV. = 0, t", = die 

Gleichungen von irgend vier im Räume gegebenen Punkten sind, welche 

nicht in einer Ebene liegen, und r=0 die Gleichung irgend eines anderen 

Punktes ist dass sich die Coefficienteu a^ b, c, d so bestimmen lassen, dass 

man hat 

U = ai\+ bi\+ cL\,i^ dL\. 

In solcher Weise lassen sieb also die linken Seiten der Gleichungen Ui = 0, 
L\ = 0. L\ = 0. L\ = ausdrücken durch die linken Seiten der Gleichungen 
r> = 0, L\ = 0, Uo = 0, K, = 0. Diese Ausdrücke sind nichts anderes als 
lineare homogene Substitutionen, durch welche die Summe der Quadrate 
von vier Variabein transformirt wird in die Summe der Quadrate von ner 
snbstituirten Variabein. 

Da nun diese Substitutionen nach den vorangegangenen Andeutungen 
geometrisch zugleich die Bedingung für die acht Schnittpunkte dreier Ober- 
flächen zweiter Ordnung ausdrücken, so leuchtet es ein, dass das Studium 
der genannten Substitutionen nothwendiger Weise auch auf die Lösung des 
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Fnndamentalproblems aus der Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung 
führen muss: 

Wenn von den acht Schnittpunkten dreier Oberflächen zweiter Ordnung 
sieben gegeben sind, den achten linear zu oonstruiren. 

Die folgende Discussion der Substitutionen von der bezeichneten Art 
führt auf eine grosse Menge von Formeln, die aber ohne Rechnung aus 
einander hervorgehen. Ein Theil von ihnen ist auch nur der besseren 
üebersicht wegen aufgenommen worden. Denn jedes System von Formeln 
geht aus einer einzigen Formel des Systems durch blosse Veränderung nach 
einem gewissen Princip hervor, welches in der Symmetrie des Problems 
seinen Ursprung hat. 



§1. 



Es seien: 




U, = aU,+ bü,+ cUo+ dU^y, 




(1.) . 


U, = a'U,+ b'U,+ c'Ü6+ d'U,^ 
U, - a"U,+ b"U,+ c"l/6+ dJ'U,^ 
U, = a"'U, + b"'U+c"'Ue+d"'U„ 



die linearen homogenen Substitutionen, welche die folgende Gleichung zu 
einer identischen machen: 

(2.) u^+u^+ui+u^^u^+w,+m+m- 

Um die Eigenschaften dieser Substitutionen zu erforschen, denken 
wir ans (1.) in (2.) eingesetzt und diflferentiiren hierauf die in Rücksicht 
auf üi, l/i, Ua, U„ identische Gleichung einzeln nach diesen Variabein. 
Dadurch erhalten wir: 

iU, = aU^ + a'U, + a"üs+a"'U„ 

U, = bU, + b'U,+ b"Us+b"'U,, 

Uo = cU, + c'U,+ c"Us+c"'U,, 

Uo = dU,+d'U,+d"U,+d"'U^. 



(3.) 



Es sind dieses die Auflösungen der Gleichungen (1.), wenn man in 
letzteren die Grössen 1/2, üi, J7ü, l/,, als die Unbekannten betrachtet; man 
kann daher die Substitutionen (3.) an Stelle der Substitutionen (1.) nehmen, 
weil aus ihnen durch Auflösung wieder die Substitutionen (1.) hervorgehen. 
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(1 = a^'^a^ 



(5.) 



Zwischen den 16 Coefficienteu in den Substitutionen (1.) finden die 
Gleichungen Statt: 

wenn wir mit Qc) und (A) irgend zwei von den Indices ', ", '", bezeichnen 
und den Index ganz fortlassen; eine Vorschrift, die auch im Folgenden 
aufrecht erhalten werden soll. 

Der blosse Hinblick auf die Substitutionen (1.) und (3.) lehrt, dass 
dieselben in einander übergehen, wenn man die Horizontalreihen der Coef- 
ficienten mit den Verticalreihen und gleichzeitig die Variabein 1/2, üi, U^j Uo 
respective mit l/^, üj, t/j, f/7 vertauscht. Dieselbe Vertauschung wird auch 
in allen Gleichungen zulässig sein, welche aus den Substitutionen hervor- 
gehen. Wir können daher sagen, dass es erlaubt sei^ in allen aus den Sub- 
stitutionen (1.) oder (3.) hervorgehenden Gleichungen folgende gleichseitige 
Vertauschungen zu machen: 

\a!, a", «'"; V, b'", c'"; U,, ü„ Uo, U, 
mit 
b, c, d; c', d\ d"; f/„ 1/3, 1/5, U,. 

Durch diese Vertauschungen geht aus dem Gleichungssystem (4.) ein 
anderes hervor, von welchem wir nur zwei Gleichungen wirklich hin- 
schreiben : 

1, t t . it II , ftt fit 
= aa+aa +a a +a a , 

ab + a'b'-\-a'b" + a'"ir, 

weil die anderen aus ihnen durch Veränderung der Buchstaben a oder 6 
in 6, c, d folgen. 

Die Substitutionen (1.) ändern sich ebensowenig, wenn man zwei 
von den Buchstaben 0, b, c, d mit einander vertauscht und gleichzeitig die 
ihnen entsprechenden Variabein; z. B. a mit b und U2 mit U^. Da dasselbe 
auch von den vier Indices ', ", '", gilt, 00 sprechen wir den Satz aus: 

Es ist erlaubt^ in allen aus den Substitutionen (1.) oder (3.) 
abgeleiteten Gleichungen irgend zwei von den vier Buchstaben a, 6, 
c, dy oder irgend zwei von den vier Indices ', ", '", mit einander 
zu vertauschen^ wenn man gleichzeitig die ihnen entsprechenden Va- 
riabein vertauscht. 



« {\ : 



(7.) 



(8.) ^ = 
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Diese Regel bedarf jedoch einer Einschränkung auf Grund einer 
jetzt einzuführenden Bestimmung. 

Bezeichnen wir mit J die Determinante aus den sechzehn Coef- 
ficienten der Substitutionen (1.): 

a b c d 

a' y d d' 

a" b" c" d" 

a'" b'" c'" d'' 

multipliciren diese Determinante mit sich selbst und bilden aus dem Product 
wieder eine Determinante, so erhält man unter Berücksichtigung der Glei- 
chungen (4.) und (6.) die Einheit. Man hat demnach: 

und daher ^/ = +1. Wir werden aber fortan setzen 

(9.) ^ = +1, 

worin keine Beschränkung liegt, weil in dem anderen Falle nur einer der 
acht Variabein das entgegengesetzte Vorzeichen zu geben ist, um ihn auf 
den vorliegenden zurückzuführen. 

Die Gleichung (9.), welche doch auch aus den Substitutionen (1.) 
hervorgegangen ist, macht wegen der willkürlichen Annahme J = +1 eine 
Ausnahme von der Regel (7.), und deshalb auch jede Gleichung, zu deren 
Bildung die Gleichung (9.) verwendet wird. Denn wollte man die Regel 
(7.) auf (9.) anwenden, so würde J das Vorzeichen ändern. Es bleibt aber 
die Gleichung (9.) ungeändert, wenn man zwei Mal die Vertauschungen (7.) 
macht. Will man demnach die Gleichung (9.) und alle aus ihr und den 
Substitutionen hervorgehenden Gleichungen einer gemeinsamen Regel unter- 
werfen, so muss diese so ausgedrückt werden: 

Es ist erlaubt, in allen Gleichungen des Problems eine zwei- 
malige Vertauschung (7.) zu machen. 

Die Regel (5.) gilt immer, weil bei ihrer Anwendung die Determi- 
nante J sich nicht ändert. 

Um die bekannten Formeln des Problems zu vervollständigen, führen 
wir schliesslich die folgenden ein: 

ni>) ^(x)__^ 6(x)__^ c^x)__ö^ rf(*) = _^. 



(10.) { 
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Man erhält dieselben, wenn man die Gleichungen (1.) direct auflöst und unter 
Berücksichtigung von J = 1 die Auflösungen mit den auf einem anderen 
Wege gefundenen Gleichungen (3.) vergleicht. 

Dieser Paragraph sollte nur die allgemeinen Eigenschaften der in 
Rede stehenden Substitutionen vergegenwärtigen. Die dem Falle » = 4 
eigenthtlmlichen sind in dem folgenden Paragraphen enthalten. 









§ 


2. 










Es ist ein 


bekannter 


Satz aus der Determinanten 


- Theorie 


(dieses 


Journal, Bd. 22, 


S. 


302), dass 
R 


aus 
= 2±a 


C a['\ 










sich ergiebt 




















R 


a'Ä 


dR 


dR 


dR 


dR 








Öo^'^öo^'' 


ö4'> 


d4" 


öa<»> 


dai'' 






Wenn nun, wie 


in 


dem vorliegenden 


Fall, 


R=^J 


1 ist, 


so hat man 






ü'Ä 


dR 


dR 

da^'^ 


dR 

da^"' 


dR 








da^;''day' 





(12.) 



Diese eine Gleichung ist die Quelle eines ganzen Systems von Gleichungen 
für den angegebenen Fall; um alle diese Gleichungen in einer ttbersicht- 
lichen Form darzustellen, werden wir die Bezeichnung brauchen: 

u. s. w. Man hat dann unter Berücksichtigung von (11.): 

l(ab') =^(c'dn. (ac') =(b-d"), (ad') =(6"0, 

(a b") - (c'"rfO, (« ^") = (6' rf'"), (« rf") = (*"0, 

(ö b-) --= (c' rf"), (« n = (6" rf'), (« d-) = (6' c"), 

(a' b") = (c rf'"), («' c") - (6'"rf), (a' rf") = (6 c'"), 

(a' 6'") = (c" rf), (a' c'") = (b d"\ (o' rf'") = (6" c), 

[(a''6'") = (c rf'). (o"c'") = (6' rf), («"rf^'O = (6 c'). 

Von diesen 18 Glci(;hungen braucht man nur eine einzige abzuleiten; alle 
andern gehen aus ihr nach dem Principe (10.) hervor. Das Princip (7.) 
der einmaligen Vertauschung findet hier keine Anwendung, weil die Glei- 
chungen (12.) aus der Gleichung (9.) hervorgegangen sind. Will man 
jedoch durch einmalige Vertauschung aus einer dieser Gleichungen die 
übrigen herleiten, so hat man nach jeder Vertauschung das Vorzeichen der 
einen Seite der Gleichung in das entgegengesetzte zu verwandeln. 




Hesse, über die acht Schnittpunkte dreier Oberflächen zweiter Ordnung, 117 



Die Substitutionen (1.) sind Relationen zwischen den vier geraden 
Variabein I/2, U^^ U^^ t/o und einer von den ungeraden Variabein t/i, I/3, 
1/5, ü^. Durch Elimination einer geraden Variabein aus zwei von den Glei- 
chungen (1.) erhält man Relationen zwischen drei geraden und zwei un- 
geraden Variabein. Von diesen Relationen heben wir nur die drei hervor, 
welche aus je zweien der drei ersten Gleichungen durch Elimination der 
Variabein t/;, hervorgehen. Bezeichnen wir zu diesem Zwecke mit G„ G3, G5 

die Ausdrücke: 

G, = (a' rf")t4+(6' d'')U,+(c' d")Uo''dV,+d' U,, 

(13.) ' G, = (a''d )UA(b''d )U,+(c"d )U,''d U,+d'V,, 
G, = (a d')ü,+ (b d')U,+(c d')ü,'-dU,+ d 1/3, 

so haben wir die gesuchten Relationen: 

(14.) G, = 0, G3 = 0, ^5 = 0. 
Ebenso erhalten wir aus je zweien der drei ersten Gleichungen (3.) durch 
Elimination der Variabein t/7, wenn wir setzen: 

G, = (bc''')U,+ (ib'c''')U,+ (:b''c''')U,^c'''U,+ b''Vo, 

(15.) Ig, = (ca'")l^i+(cV")t/3+(c V0i/5-a"l/6+c"'t/2, 

Gß - (a6'")t^,+(o'rOf^3+(a"6'")t/5-6"f^2+a"'l/„ 

die zwischen drei ungeraden und zwei geraden Variabein bestehenden Re- 
lationen: 

(16.) G2 = 0, G, = 0, Go = 0. 

Es sind (14.) und (16.) alle möglichen linearen Relationen zwischen drei 
geraden und zwei ungeraden oder zwischen drei ungeraden und zwei ge- 
raden von den sechs Variabein l/i, I/2, ... U^. 

um die Uebersicht der angegebenen beiden Formelsysteme zu er- 
leichtern, stellen wir ein Princip auf, von welchem auch später Gebrauch 
gemacht werden soll, und welches sich folgendermassen aussprechen lässt: 

Es ist erlaubt, in allen Formeln des Problems ohne Ausnahme folgende 
gleichzeitige Veränderungen zu machen: 

tty t)y c, a; a , o y c , a ; a y , c , a ; a , y c , a 



(17.) 



tn 

b\ c\ o', d; b'\ c\ d\ d"; b, c, a, rf; 

U^, 1/3, U.\ U,, £/„ t/,; t/.., U,; 
in 

U„ U„ Ur, U,, U^ 14; f/.« U,. 



6ttf tu III 

y c , a , 
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denn durch diese Veränderungen werden weder die Substitutionen noch die 
Determinante J geändert. Gleichzeitig mit diesen Veränderungen gehen aber 

in 

G3, G5, G,; G4, G(„ Gi 

über. 

Zwischen irgend fünf von den sechs Variabein Ui^ 1/2^ ... Uq existirt 
nur eine einzige Gleichung. Findet man noch eine zweite lineare Gleichung 
zwischen denselben fünf Variabein, so kann sie nur durch einen Factor von 
der ersten sich unterscheiden; das heisst, die Coef&cienten der Variabein 
in der einen Gleichung müssen den entsprechenden Coef&cienten in der 
anderen Gleichung proportional sein. 

Man kann auf diese Weise durch Elimination einer geraden Variabein 
aus zwei Gleichungen des Systems (14.) eine Gleichung des Systems (16.) her- 
leiten; und ebenso durch Elimination einer ungeraden Variabein aus zwei 
Gleichungen des Systems (16.) eine Gleichung des Systems (14.). Mit anderen 
Worten: Jedes gerade G wird sich linear ausdrücken lassen durch zwei 
ungerade G, und ebenso jedes ungerade G durch zwei gerade G. Diese 

Ausdrücke sind folgende: 

Ua d")G, + (a'd")G, = d"G,, 

(19.) (6' d) G,+{b"d) G, = d G„ 

\(c"d')Gs + (cd') G,=d'G,, 
und: 

(a c")G, + (ib c'")G, = c"'G,, 

(20.) - (b'a'")G,+(c'a")G, = a"'G,, 
Xc''inG,+(a''b''')G,^- b'''G,. 
Es genügt, von diesen identischen Gleichungen eine, etwa die erste 
herzuleiten; die anderen ergeben sich aus ihr nach den aufgestellten Prin- 
cipien von selbst. Die letzten beiden Gleichungen (19.) gehen aus der 
ersten durch die Veränderungen (17.) und (18.) hervor. Aus den identischen 
Gleichungen (19.) ergeben sich die Gleichungen (20.) durch die Vertau- 
schungen (5.), welche, wie bereits erwähnt, ohne Ausnahme gelten. Denn 
diese Vertauschungen verlangen, wie aus (13.) und (15.) ersichtlich ist, die 

gleichzeitigen Vertauschungen 

|von Gl, (f3, Gs 

< 

, mit Go, G4, Gc. 



(21.) 
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Es bleibt also nur übrig, die erste identische Gleichung (19.) wirk- 
lich abzuleiten. Multiplicirt man, um aus den ersten beiden Gleichungen 
(14.) t/2 zn eliminiren, die erste mit (ad"), die zweite mit (o'd") und addirt, 
so erhält man 

\(b'd'X^d")+(b"d)(a'd")\ t7,+ l(c'rf'0(«rf") + (^"O(«'rf")t U, 
^d'Xad")U,+ \d(ad")-d(ia'r)\Us + d"(a'd")U, = 0. 

Da diese Gleichung sich von der Gleichung G2 = nur durch einen 
Factor unterscheiden kann, und da nach (12.) (a'rf") = (ßc'") ist, so lehrt der 
Vergleich der Coefficienten der Variabein J7i in beiden Gleichungen, dass 
d" der Factor von G2 sein muss. Dadurch hat man die erste identische Glei- 
chung (19.) wirklich nachgewiesen. 

Aus dem Vergleich der Coefficienten gleicher Variabein auf beiden 
Seiten der Gleichungen (19.) und (20.) gehen zwei verschiedene Arten von 
Relationen zwischen den Coefficienten der Substitutionen hervor. 

Eine Relation der ersten Art erhält man, wenn man die Coefficienten 
der Variabein t/g auf beiden Seiten der ersten identischen Gleichung (19.) 
einander gleich setzt: 

d'(ad")--d(ia'd") = d'\b"c"'), 

welche mit Rücksicht auf (12.) in 

(22.) rf(a'd'0 + d'(a"d) + d"(ad') = 

übergeht. Diese Gleichung, welche von selbst einleuchtet, wenn man für 
die Determinanten ihre Werthe setzt, repräsentirt ein ganzes System von 
Gleichungen, da man in ihr die Vertauschungen (7.) so oft machen kann, 
als man will. Eine Relation der zweiten Art erhält man durch Gleich- 
setzen der Coefficienten der Variabein ü^ auf beiden Seiten der ersten 
identischen Gleichung (19.): 

(c'rf")(ad") + (c"O(«'rf'0 = b"'d". 

Will man aus dieser Gleichung eine neue richtige Gleichung ab- 
leiten, so hat man in ihr eine zweimalige Vertauschung (7.) zu machen. 
Man bringt sie jedoch mit Zuziehung der Gleichungen (12.) auf die Form: 

(23.) (ab'")(ad") + (ia'b'"X^'d") = b'"d", 
in welcher eine einmalige Vertauschung ausreicht. Diese Gleichung bleibt 



I2fi R^**'^ 9h0^ Cm» utm ^ fu m it n»m^0^ ir^Bttr fjktrfiäektm imeiier Ordmung. 



rUm.M^-it >i.iM, ii: tir^'^üiLf:' Tfria MAU 'Le beitiea Indiceii niid 1 mh 
«nnandpr -r-wi.^i'-nr. .i(m\ jcmu ii.^» 'iie^e Venauehmi^ der genannten 
l'feirffrn fAii..'-'< .m iir*- "ir -^:n- i.-r r»*: "lirLanzteii Vertmoflchangen nehmen. 

.\^rr^ [,^ ..-•naij' i:^ •- -i^ncir: ein ganzes System von Glei- 
'^hiUi^f-Ti. lA Tiüi'i ,\\ .\: :.i- -'•r-i.;>«:itin;rftn 7.^ beliebig oft wiederholen 
kAun. fr>. V--.r.-:.-i..j: >•--»-. >ra 3i:: Hälfe äer Formeln de» § 1 verlangt 
*'iriii> f.V' f...:- jT. 

Mi- •>!.; ' .^i.r-: -i.-v:.-.<-.:fin ^oAiri^rhen Apparat aoagerttstet, wenden 
wir nri.-. unu zu :-; .•-. .v.-rrl.-^hrn Tarerpreudon der Sabatitutionen und zn 
rler KrtVir.^^rifin:: ':-=:• j-Tj.-riv-rirljr'ir. LAge der ai^ht Üorchachnittspankte dreier 
Oliertlär-hen zwrlrr; • >rilr.iin^. 



Wir flehen an.^ \oii iir:r in Tier Einleimng den acht Variabein {'. 
(/„ ... U: nritergelt:<?ten Beilearuri;;. narh welcher die acht Grleichnngen: 

^24., r =0. r =•». ... r. = o 

die Gl(»i<:liiin}5en von irj^»:n«l a^-lit Paukten darstellen, in welchen sich drei 
beliebijfc ()brrtlHf-lirn zwt-itrr Ordiinnjf isrlmeiden. vorausgesetzt, dasa die 
Substitutionen "^l.y uml ^3.^ die Gleirhung [2.^^ zu einer identischen machen. 
Um (\U\ SubHtitutiontMi in eine tiir die geometrische Interpretation 
ges<'bi(;ktc Form zu brin<;en, leiten wir aus den drei ersten Gleichungen 
(1.) durcb Klimination einer geraden Variabein aus je zwei Gleichmigen 
die folgenden ab: 

U ii) iL '-'- n lU ' (nl/) r, I (fi'r) //.. - all,. 

Kbonso gehen aus dt^n drei wnion (Jleirimngen (3.) die folgenden hervor: 

.A . I ,/.r w\ ii\\ /rr..-(//'r)tv 

Picsi iibi»'bun:\*n n^lnuon oino UborsiohiUohore i^Jesialt an, wenn man fol- 

CviuU^ rM-rii'bnun»;on riurtllu!: j 

f 
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(25.) 



fF,= e"U,-(ac")U,, 
V,~(a'b")Ur- b"U,, 
V,= aU,-(ab')U^ 

V,= (b"e)U,- eUs, 
n = b'U,-(b'c")U,, 
IF6= (a'c)Ü6- a'U,, 



(26.) 



fF')= {ab')U,- b'ü,, 
FP>= cU,- (a'c)U^, 
K<*> = (6'c")Ü3- c"U,, 

FW= a'U,-(a'b")Ui, 

V^'^ = (ac") l/,- aUe, 

[Kt«>= b"Ue- (b"c)U,., 



Diese Bezeichnungen sind so gewählt, dass durch die Vertauschungen (17.) sich 

[F„ F3, n; n, n, Fe; F^, K^^, F^; F^^), F^, F^^ 
(27.) lin 

IF3, n, Fr, F4, Fe, F,; FW, V^'\ F'); F'*\ F(«>, F(»> 

verändern. Nach Einführung dieser Bezeichnungen gehen die obigen sechs 
Gleichungen in die folgenden über: 

I (c"d) U, = V,+ F4, j (a'b'") U, = F('>+ FW, 

(28.) (6'rf")C/o= F,+ F„ (29.) (a"'c)U,= V^'^+V^'\ 

\ (ad!) U, = F3+ Fe, |(6"c"') l/, = V^'^+ V^^. 

Diese Gleichungen lassen sich geometrisch interpretiren, wie folgt: 
Die sechs Punkte im Kaume: 

Ui = 0, Ü2 = 0, ... 1/6 = 0, 

deren Lage unbeschränkt ist, kann man, um sie sich zu vergegenwärtigen, 
als die auf einander folgenden Ecken eines Sechsecks im Räume U betrach- 
ten, dessen Seiten nicht in derselben Ebene liegen. 
Die Gleichungen: 

F, = 0, F2 = 0, ... Fe = 

sind auf Grund der Bezeichnungen (25.) die Gleichungen der Ecken eines 
dem Sechseck U in derselben Reihenfolge einbeschriebenen Sechsecks F^. 
Ebenso sind nach den Bezeichnungen (26.) 

VW = 0, F('> = 0, ... F«9 = 

die Gleichungen der Ecken eines demselben Sechseck U in derselben Reihen- 
folge einbeschriebenen zweiten Sechsecks F*. Dadurch sind jedoch die 
beiden Sechsecke F» uod F* nicht vollständig definirt. Ihre eigentliche 
Bedeutung erhalten sie erst durch die geometrische Interpretation der Glei- 
chungen (28.) und (29.). Denn diese Gleichungen beweisen, dass die Ver- 
bindungslinien der gegenüberliegenden Ecken des Sechsecks F^ durch den 
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Punkt l/u = , und die Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken 
des Sechsecks V* durch den Punkt 1/7 = gehen. 

Ist demnach das Sechseck U gegeben, zugleich mit dem Punkte 
Uu = 0, so lassen sich daraus die Ecken des einbeschriebenen Sechsecks V^ 
unzweideutig construiren. Denn lässt man von dem Punkte ü^ == drei 
gerade Linien ausgehen, welche die gegenüberliegenden Seiten des Sechs- 
ecks U schneiden, so werden die Schnittpunkte auf den gegenüberliegenden 
Seiten die gegenüberliegenden Ecken des Sechsecks V^ sein. 

Ebenso lässt sich das Sechseck V* construiren, wenn das Sechseck 
U und der Punkt 1/7 = gegeben sind. 

Aus der Construction dieser beiden Sec^hsecke V^ und V* erkennt 
man, dass sie Brianchons^che Sechsecke sind, das heisst, dass ihre drei 
Diagonalen, welche die gegenüberliegenden Ecken eines derselben verbinden, 
sich in einem und demselben Punkte schneiden. Es haben aber Brianchon&che 
Sechsecke die Eigenschaft, dass ihre gegenüberliegenden Seiten sich paar- 
weise schneiden. In dem vorliegenden Falle liest man diese Eigenschaft 
ohne weiteres ab aus den drei Gleichungen, welche aus (28.) durch Eli- 
mination von l/ü, oder welche aus (29.) durch Elimination von t/7 hervor- 
gehen. Sie ergiebt sich aber auch unmittelbar aus der Definition des 
Brianchon^chen Sechsecks. 

Es schneidet hiernach jede gerade Seite jede ungerade Seite des 
Brianchon^chen Sechsecks; und wenn man die drei geraden Seiten oder die 
drei ungeraden Seiten des Sechsecks als die Generatrices eines Hyper- 
boloids nimmt, so liegt das Sechseck auf dem durch dasselbe unzweideutig 
bestimmten Hyperboloide. 

Von den beiden Brianchon^chen Sechsecken V^ und V* liegt also 
jedes auf einem durch dasselbe bestimmten Hyperboloide H^ und H*. Dass 
diese Hyperboloide nicht verschieden sind, sondern in ein und dasselbe H 
zusammenfallen, soll in dem folgenden Paragraphen bewiesen werden durch 
Interpretation einiger noch zu erwähnenden analytischen Formeln. 

§4. 

Da in (25.) und (26.) mehrmals vier von den zwölf Symbolen V 
Ausdrücke von dreien der sechs Symbole U sind, so kann man jene drei 
Symbole U eliminiren und erhält lineare homogene Gleichungen zwischen 
vier Symbolen V. Diese Elimination giebt mit Zuziehung der Gleichun- 
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gen (23.): 



(30.) 



(ab')r,-c"ro^ (a'c)r^-b"r(^i _ „ 

(a"'c")(a"'6') ■•■ (o"'c) (a"'6") ~ ' 



(b'e")r,- aVO^ , (b"a')r^- cVi*^ _ ^ 
(6"'o)(6"'c") "^ (b"'a'Xb"'c) ~ ' 
(c"a)V,- b'VW (c6")F.-a'F(6) _ ^ 



(31.) 



(c"'6')(c"'fl) ' (c"'6")(c"'o') 

cF,-(a'6")FCT c"F,- (aft')Fffl 
(o"'6")(o"'c) "^ (6"'c")(6"'o) "" "' 



a'F.- {b"c)V(*^ , aF,-(6'c")FW _ „ 



(6"'c)(6"'o') ' ic"'a)(c"'b') 
fc"F,- (co')F(6) 



>;- {ca')V^^^ b'V,-ic"a)VW _ 
(c"'a')(c"'b") T (o"'6')(o"'c") ~ 

Von diesen Gleichnngen reichen zwei hin, nm ans ihnen dnrch die 
Veränderungen (17.) und (27.) die übrigen abzuleiten. 

Wenn man versucht, noch andere homogene Gleichungen zwischen 
vier von den zwölf Symbolen V abzuleiten, so wird man auf folgende zwölf 
Ansdrticke H gefUhrt: 

i H, = (a'd")aV,+(il>'d")a" V, + (ac"')(c'd"') V^*^+(a'b")(c"d') n'\ 

(32.) \h,~ Cb"d)b'V\+ (c"d)6n + (6'a"')(aV")F'>+ (6"c)(orf")»^^ 

Äs= (cd')c"n+ (ad'yV^+(c"b"'Xbd"')V^'^+ (ca'Xb'd)V^'\ 

(H, = (b'c"'Xb"c)V,+(ab"Xb"'c")V,+ (6"'c")6F')+ (*"'c)aF«>, 

(33.) \H,= (a"c"')(ae')V,+ (b'cXc"'a)V,+ (c"'a)c'K<'>+ (c"'a>'F'\ 

l Ä6 = (ab'") (a'b") V, + (a'c") (a"'b') V, + (a"'b') a" n» + (a"'b") c" F^, 

j fli» = (a'rf")(6"c')F«^'+ (b'd"Xb'c)V^'^+(b'd")c'V,+ (cd")cV,, 

(34.) Ä« = (6"rf)(co")rw+(c"rf)(c"a')FW+(c"rf)a'Te+ (a"d)a' F„ 

\m'^= (cd'Xa'b)V^'^+ (ad')(ab")V^'^+ (ad')bV,+ (bd')b"V„ 

I H^'^ = (6"'c')aT<''+(c"6"')c'FW+(c"a')(c"6"')K5+(6c"')(Ä'c")F6, 

(35.) ! H<^*^ = (c"'a")b" F<')+ (ac"')a" F«>+ iab"Xac"') V,+(c'a"Xc"a) F„ 

l Ä(«> = (o"'6)cFW+ (6V")6 FP>+ {b'cXb'a'") V,-\- (a"b"'Xab') K,. 

Die üebersicht ttber diese Bezeichnungen H wird durch die Be- 
merkung erleichtert, dass durch die Veränderungen (17.) und (27.) gleich- 
zeitig verändert werden: 

tH,, A3, H,', H,, H,, H,; ^ fi<«>, m'\ ^<»); //<% //« ^(«> 

(36.) {in 

\h„H,,H,', H^ H^ H,; //w ä«*', ä«; H^*\ H^^\ W\ 

16* 
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Die Bedeatang der AnsdrUcke H erhellt aas den folgenden Glei- 
chungen : 

(37.) {b'(b"c)Gi = H,, (38.) ! b'(ca')G, = H^ 



(39.) 



c" (ca') G, = H,, \ c"(a'b") G, = U^ 

a'(ca")G, = W\ (40.) lb"(ica")G, = m*\ 

b"(a'b)G, = H^'\ I c(a'b)G^ = m"\ 



welche auf Grand der Bezeichnungen (13.), (15.) und (32.) bis (35.) rück- 
»ichtlich der sechs Variabein U,. Ui, ... U^ zu Identitäten werden. 

Es genügt, von jedem dieser vier Gleichungssysteme eine Gleichung 
zu verificiren; die anderen ergeben sich dann von selbst durch die Ver- 
änderungen (17.), (18.), (27.) und (36.). 

Wenn man in der ersten Gleichung (37.) für die G und H die 
Werthe aus (13.) und (32.) setzt und für die V die Werthe aus (25.) und 
(26.), so sieht man, dass die Coefiicienten von C/3 auf beiden Seiten der 
Gleichung übereinstimmen, gleich wie die Coefficienten von Uq. Die Goef- 
ficienten von I/3 und t/4 sind ebenfalls respective einander gleich auf Grund 
des Gleichungssystems (22.), welches sich durch (12.) noch verändern lässt 
Endlich sind auch die Coefficienten von U^ auf beiden Seiten . der Glei- 
chung einander gleich auf Grund des Gleichungssystems (23.). Ebenso sind 
nach Ausführung der angegebenen Substitutionen in der ersten Gleichung 
(38.) die Coefficienten von l/, und I/3 auf beiden Seiten der Gleichung 
respective einander gleich. Die Coefficienten von U^ und (4 sind es gleich- 
falls nach (22.), die Coefficienten von U^ nach (23.) u. s. w. 

Da nun die Gleichungen (14.) und (16.) durch die Substitutionen (1.) 
und (3.) zu identischen wurden, so gilt dasselbe nach (37.) bis (40.) auch 
von den Gleichungen: 

(41.) ^, = 0, ff, = 0, ... ff, = 0, 

(42.) ff^^^ = 0, m'^ = 0, ... ff<*'> = 0. 

Jede von den 18 Gleichungen (30.), (31.), (41.) und (42.) liefert 
den Heweis, dass 18 mal vier von den zwölf Ecken V der beiden Brianchon- 
sehen Sechsecke V^ und V* in einer Ebene liegen. Geht man aber genauer 
auf die Lage der vier Ecken ein, welche jedesmal in einer Ebene liegen, 
80 ergiebt sich aus den Gleichungen (30.) und (31.), dass jede Seite des 
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einen Brianchomchen Sechsecks von der ihr correspondirenden Seite des 
anderen BrianchonBchen Sechsecks geschnitten wird. Wir drücken diese 

Eigenschaft so aus: 

„Jede gerade resp. ungerade Seite des einen Brianchomchen 
Sechsecks wird von der ihr correspondirenden geraden resp. un- 
geraden Seite des anderen Brianchon^chen Sechsecks geschnitten.'^ 
Die geometrische Interpretation der Gleichungen (41.) und (42.) 
giebt den Satz: 

„Jede gerade resp. ungerade Seite des einen Brianchomchen 
Sechsecks wird von jeder ihr nicht correspondirenden geraden 
resp. ungeraden Seite des anderen Brianchomahen Sechsecks ge- 
schnitten." 
Vereinigen wir diese beiden Sätze zu einem, so können wir sagen: 
Jede gerade resp. ungerade Seite des einen Brian chonschen Sechsecks 
wird von jeder geraden resp. ungeraden Seite des anderen Brianchonschen 
Sechsecks geschnitten. 

Daraus folgt endlich der Satz: 

Die beiden Brianchonschen Sechsecke V^^. und F* liegen auf dem- 
selben Hyperboloide H, 
indem die beiden Hyperboloide H^ und H* zusammenfallen. 



§6. 

Wir fassen die in der vorhergehenden Untersuchung gewonnenen 
geometrischen Resultate zusammen in dem folgenden 

Theorem. 

Wenn man von den acht Schnittpunkten dreier Oberflächen zweiter Ord- 
nutfjj irgend sechs Punkte als die Ecken eines räumlichen Sechsecks U be- 
trachtet, hierauf von dem siebenten Schnittpunkt der drei Oberflächen aus drei 
Gerade zieht, welche die gegenüberliegenden Seiten des Sechsecks U paar- 
weise schneiden, und die sechs Schnittpunkte in der Reihenfolge der Seiten des 
Sechsecks U als die Ecken eines dem Sechseck U einbeschriebenen Sechsecks 
V^ nimmt; wenn man ebenso von dem achten Schnittpunkt der drei Oberflächen 
zweiler Ordnung aus drei Gerade zieht, welche die gegenüberliegenden Seiten 
des Seclisecks U paarweise schneiden, und die sechs Schnittpunkte in derselben 
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Reihenfolge ah die Ecken eines zweiten, dem Seckseck U einbesckriebemem 
Sechsecks V* nimmt: so liegen die beiden einbesckriebenen Sechsecke V^ mmd 
V* auf einem und demselben Hyperboloide H. 

Dieses Theorem lehrt in linearer Weise den achten Schnittponkt 
dreier Oberflächen zweiter Ordnung constmiren, wenn sieben Schnittponkte 
derselben gegeben sind. Denn betrachtet man sechs von den gegebenen 
sieben Schnittpunkten als die Ecken eines Sechsecks V, so kann man mit 
Zuziehung des siebenten gegebenen Schnittpunktes nach dem Theorem das 
frtaitcAoltöche Sechseck V^ linear construiren. Ist der siebente Schnittpunkt 
nicht gegeben, sondern statt seiner das Sechseck 1*^ so tritt derselbe als 
der frtaiicAonsche Punkt dieses Sechsecks V^ auf, das heisst, als derjenige 
Punkt, in welchem sich die drei die gegenüberliegenden Ecken verbindenden 
Diagonalen schneiden. Dasselbe gilt auch von dem achten Durchschnitts- 
punkt der drei Oberflächen zweiter Ordnung und dem Sechseck V*. Ist 
nämlich dieses ßnawcAowsche Sechseck 1"* gegeben, so stellt sich der achte 
Schnittpunkt auch als der Brianchon^Q\iQ Punkt dieses Sechsecks 1"* dar. 

Man sieht, dass es darauf ankommt das Sechseck Y* zu construiren, 
wenn das Sechseck U und das ihm einbeschriebene Sechseck \\ ge- 
geben sind. 

Mit dem Sechseck V^ ist zugleich das Hyperboloid gegeben, auf 
dem dieses Sechseck und nach dem Theorem auch das zu construirende 
Sechseck V* liegt Da aber beide Sechsecke }\ und V* überdies dem ge- 
gebenen Sechseck U einbeschrieben sind, und da jede Gerade, die nicht 
ganz auf dem Hyperboloid liegt, dieses in zwei Punkten schneidet, so 
leuchtet ein, dass die Ecken des ersten Sechsecks Y^ die einen Schnitt- 
punkte, die Ecken des zweiten Sechsecks I'* die anderen Schnittpunkte der 
Seiten des Sechsecks U mit dem Hyperboloide sein miissen. 

Ist also das Sechseck U gegeben, femer das Sechseck F^, zugleich 
mit dem Hyperboloid H, auf dem es liegt, so ergeben sich die Ecken des 
Sechsecks F* als die zweiten Schnittpunkte der Seiten von U mit H. Die 
sich hieraus ergebende Gonstruction des Sechsecks Y* ist nicht linear, weil 
sie noch des Hyperboloides bedarf. Mau braucht aber in der That zur 
Gonstruction das Hyperboloid nicht. Denn man weiss, dass die Seite V^^^ Y^^^ 
des Sechsecks F* — wir nennen sie eine ungerade Seite des Sechsecks — 
in der Ebene liegt, welche durch die drei Ecken (/i, I/2, Uy des gegebenen 
Sechsecks U geht Man weiss ferner, dass jene ungerade Seite des Sechs- 
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eckö V* geschnitten wird von jeder ungeraden Seite F^Fi und VsVq des 
Sechsecks V^. Verbindet man daher diejenigen beiden Punkte, in welchen 
die genannten ungeraden Seiten des Sechsecks V^ die durch U^ Ui^ Uz ge- 
legte Ebene schneiden, so hat man in der Verbindungslinie die Seite V^^^ F^^^ 
des Sechsecks V*. In ähnlicher Weise construirt man die anderen Seiten 
des Sechsecks V*, dessen Brianchomchev Punkt eben der gesuchte achte 
Durch Schnittspunkt der drei Oberflächen zweiter Ordnung ist. 
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Zur Construction des achten Schnittpunktes dreier 

Oberflächen zweiter Ordnung. 

(Von Herrn F, Caspary,) 

JJas Problem, zu sieben Schnittpunkten dreier Oberflächen zweiter 
Ordnung den acliten zu finden, ist nach den grundlegenden Arbeiten Hessen*) 
in den schonen und umfassenden Untcrsuc^hungen von c. Slavdt^ H. Müller, 
Sturm, P. Serrel, Picquef, Reye, Schröter und Zeuthen **) zwar eingehend be- 
handelt, eine einfache Construction des achten Schnittpunktes aber bisher 
nicht gegeben worden. Denn die in jenen Abhandlungen benutzten Hyper- 
boloide und Kaumcurven dritter Ordnung erweisen sich allerdings zur Auf- 
findung der vorhandenen Lagenbeziehungen als höchst brauchbare HUlfs- 
mittel, sind jedoch zur wirklichen Ausführung der Construction nicht erfor- 
derlich und compliciren dieselbe in unnöthiger Weise. Ich werde im Fol- 
genden unmittelbar aus dem Theorem, welches im letzten Paragraphen 
der voranstehenden Abhandlung gegeben ist, und zu welchem Hesse bereits 
in seinen früheren Untersuchungen gelangt war, eine einfache Construction 
des achten Schnitti)unktes ableiten, bei welcher der gesuchte Punkt der 
Durchschnitt dreier leicht zu bestimmenden Ebenen wird. 

Es mögen, wie in der vorangehenden Abhandlung, deren Bezeichnung 
ich hier durchgehends beibehalte, t/,„ f/i, ... (/. die acht Schnittpunkte 
dreier übeiHächen zweiter Ordnung bedeuten, und sechs von ihnen, etwa die 

*) Hesse, dieses Journal, Bd. 20, S. 304; Bd. 26, S. 147; Bd. 73, S. 371; ferner 
Bd. 85, S. 304 uud dieser Band S. 1 10. 

**) t?. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage S. 3GG; H. Müller^ Math. Ann. Bd. 1, 
S. 409; Sturm, Math. Ann. Bd. 1, 6.553; P. Serrei, Geomötric de direction p. 311; 
Picquet, dieses Journal Bd. 73, S. 3(17; Heye, Geometrie der Lage, Bd. II, S. 152; Schröter, 
Theorie der Oberfl. IL Ordnung S. 704; Zeutheti, Overs. over d. k. Danske Vidensk. 
Selsk. Forh. Jahrg. 1880 u. Math. Ann. Bd. 18, S. 63. 
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Punkte l/i, t/2, ... Uq in der angegebenen Reihenfolge zu einem räumlichen 
Sechseck verbunden werden ; die Seiten desselben (7, 1/2, U2 U^^ ... mögen 
die erste, zweite, ... Seite des Sechsecks heissen. Dann bilden die erste 
und vierte, zweite und fünfte, dritte und sechste Seite die drei Paar Gegen- 
seiten des Sechsecks. Legt man nunmehr durch jede Seite des Sechsecks 
und den Punkt l/i, eine Ebene und schneidet diese durch die Gegenseite 
der in ihr befindlichen Sechsecksseite, so erhält man sechs Punkte Fi, 
F2, ... Fe, welche bez. auf der ersten, zweiten, ... sechsten Seite des ur- 
sprünglichen Sechsecks liegen. Diese sechs Punkte Fi, F2, ... Vq bilden 
in der angegebenen Reihenfolge ein BrianchoMche^ Sechseck, und der 
Schnittpunkt t/„ der drei Diagonalen Vi F4, V2 F5, F3 Va ist daher der zuge- 
hörige Brianchomche Punkt desselben. Verfährt man ebenso, indem man 
an Stelle des Punktes t/,, den Punkt r/7 wählt, so erhält man sechs neue 
Punkte F^^\ V^'^\ . . . V^^'\ welche ein zweites Brianchomches Sechseck mit 
dem Brianchon^chen Punkte f/y bilden. Folgen nun in den beiden Brian- 
cÄo/ischen Sechsecken die Seiten in der natürlichen Reihenfolge : Vi F2, 
V,V,. ... V,Vi; ^'(»)F<^ V^'^V^'\ ... V^'^V^'^ auf einander, so bilden nach 
dem Hesse^chen Theorem die geraden Seiten des einen und die ungeraden 
Seiten des anderen je ein System von Erzeugenden eines Hyperboloids, 
oder mit anderen Worten: Jede gerade bez. jede ungerade Seite des einen 
Brianchon^cheu Sechsecks wird von jeder geraden bez. jeder ungeraden 
Seite des anderen Brianchonschen Sechsecks geschnitten. Daher liegt die 
Seite F^^^ F^^^ mit der Seite F5 Fe in einer Ebene ^^^\ und ebenso die Seite 
\x^) yi}) mit (jej. Seite Vq Vi in einer zweiten Ebene |^^\ Da aber aus 
dem nämlichen Grunde die Seite F^^^ F^^^ auch von F3 F4 geschnitten wird 
und überdies in der Ebene l/, I/2 1/3 liegt, so geht F^^^ F^^^ durch den Schnitt- 
punkt von F3 F4 mit Ui I/2 1/3. Durch diesen Punkt und F5 F, ist also $^^^ 
bestimmt. Da ferner die Punkte F^^^ und F^^^ auch bez. auf den Geraden 
U1U2 und 1/2 1/3 liegen, so sind diese Punkte die Durchschnitte von l/it/j, 
t/,1/3 mit ä^'K Durch V^'\ Fe, Vi geht aber die Ebene S^'\ deren Durch- 
schnitt mit 1/3 1/4 der Punkt F^^^ ist. Da endlich der gesuchte achte Schnitt- 
punkt (T, als Brianchon^cher Punkt des zweiten Brianchons>c\\en Sechsecks 
auf jeder der drei Diagonalen V^'^ V^'\ V^'^ V^'\ V^'^ F^'^ liegt, diese Diago- 
nalen aber bez. von I/4I/57 UsUo^ U^Ui geschnitten werden, so liegt U^ in 
jeder der drei Ebenen: V^'^ U,U,, F^'> V, Uo, V^'^ U,Ui und ist also der Schnitt- 
punkt derselben. Daraus ergiebt sich die folgende einfache 
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^, o ri • * r T] ^- : i o n. 
,S'/w// // - // . . . , I'» die M^ehen ff e^f hörnern Sekmüipmmkte dreier Ober— 
flurhrv ^irnh'r Ordttumj^ tlerfn nrkler SrhviiUpwmkt L- gesvckt 9tird^ so rer- 
fßhtdr tnnn rfpn dt'n niehen SchnHlpnmkteH nerh*, etftn L' . L\. . . . L\ im der 
ftftf/rf/rhrrfrrt Itr.ihmffßlffe zu fifuem räumlichem Sechseck mmd lege durch dem 
nu'hrvh'n riwhl I' tmd die (geraden i\L'. L'.V.. ... l'if. tech» Ebemem^ 
dvrnt Srhrnllpunhle nnl den (iereiden L i\, L\V-^. . . t*. L, 6m. T.. V.. ... l,, 
h rinnen linken Ferner lege man darch den Schmllpmmkt der Geradem Vjl^ 
///// der Ebene L\L\t\ und die Gerade I: ^V eine Ebene i''^ Sind aUdamm 
dir Srltnil/punkle ron i''* mil L\U, und L.L\ hei. 1'*' und V'^. mmd legi mam 
diirrh V^'\ K., \\ eine zuteile Ebene i''\ deren Sckmiiipmmkl mit UiL\ durch 
r"* br^eiehvel werde, no nchneiden sich die drei durch V^'\ L\. U^: l''^'\ 
//p,, //,,; K'*\ IJt,^ L\ gelegten Ebenen in dem gesuchten achtem Schmittpumkt ü-. 

licrlin, den 18. Mai 1884. 



Druckfehler. 
S. 123 Ol. (.-W.) lese man H^ = (c"a"Xca') statt (o'V")(ac'). 
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Construction des achten Schnittpunktes dreier Ober- 
flächen zweiter Ordnung, von denen sieben gemein- 
schaftliche Punkte willkürlich und unabhängig von 

einander gegeben sind. 

(Von Herrn H, Schroeter in Breslau.) 



JJie seit langer Zeit bekannte Aufgabe: 

^jWenn sieben von einander unabhängige Punkte willkürlich im Räume 
gegeben sind, denjenigen achten Punkt auf lineare Weise zu conslruiren^ der 
sämmtlichen Oberflächen zweiter Ordnung gemeinschaftlich ist, welche durch 
die sieben gegebeneu Punkte gehen/^ 

hat verschiedene Auflösungen erfahren, aber keine derselben besitzt meines 
Erachtens denjenigen Grad der Fertigkeit und Einfachheit, welcher völlig 
befriedigen könnte. Die Aufgabe ist daher immer wieder der Gegenstand 
erneuter Untersuchung geworden*). 

Befriedigen könnte nur eine Lösung, welche in möglichst einfacher 
Weise die fertige Construction des achten Punktes aus den sieben gegebenen 
Punkten auf lineare Weise ableitet (d. h. durch Verbindung von zwei und 
drei Punkten mittelst gerader Linien und Ebenen, durch Bestimmung der 
Schnittpunkte und Schnittlinien solcher Geraden und Ebenen mit einander). 

*) Die hauptsächlichsten hierauf bezüglichen Publicationen sind folgende: 
G. Lame, exaraen des difiFerentes ni6thodes, Paris 1818, p. 38. 
0. Hesse, de curvis et superficiebus seeundi ordinis, dieses Journal Bd. 20, S. 285 ff. 
0. Hesse, über die lineare Construction des achten Schnittpunktes etc., dieses 
Journal Bd. 26, S. 147. 

F, Serret, g6om6trie de direction 18G9, p. 311 ff. 

H, Picquet, Solutions de quelques problömes relatifs aux surfaces du second 
degr6, dieses Journal Bd. 73, S. 365. 

G, Zeuthen, thöorie des figures projeetives sur une surface du second ordre, 
Math. Annalen von Clebsch Bd. 18, S. 33. 

G, Zeuthen, Konstruction of det ottende Skaeringspunkt etc. (Oversigt over det 
Kongelige Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger. 1880 p. 227.) u. v. a. 

17* 
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Wenn /-. H. die LöHung der Aufgabe gegeben wird*): „Man lege durch 
socIiH von don sieben gegebenen Punkten eine Raumcurve dritter Ordnung 
und ziehe dun^li den »iebenten Punkt die einzige Sehne s der Raumcurve, 
wiederhole sodann diese Construction unter Vertauschung des siebenten 
Punktes mit einem der sechs übrigen, dann schneiden sich die so erhaltenen 
Sehnen h in dem gesuchten achten Punkt/^ so klingt diese Lösung ebenso 
elegant wie einfach; allein will man mittelst der sieben gegebenen Punkte 
/.wei solche Sehnen a wirklich constniiren, so wird diese Construction sehr 
umstitndlich und unübersichtlich, so dass die Ausftlhrung fast illusorisch 
wird. Aehnlich verhält es sich mit den andern bekannten Auflösungen: 
Ks wird eben nur angegeben, wie (tonstruirt werden könne; will man aber 
zwv Ausftlhrung schreiten, so wird diese so verwickelt, dass sie meist 
unterbleibt. 

Die vorangehende Auflösung des Problems (s. o. S. 128) von Herrn 
t\ Caspary, welc^hc aus der nachgelassenen Hesse^chen Arbeit (s. o. S. 110) 
abgeleitet ist und die hervorgehobenen Mängel zu ergänzen sucht, gab mir 
Veranlassung, auf die erste von Hesse gegebene Lösung zurückzukommen, 
welehe sich in dem angegebenen Sinne vervollständigen lässt und unter Ab- 
änderung der von Hesse selbst gegebenen Lösung einer HUlfsaufgabe (Pro- 
blema I in diesem Journal Bd. 20, S. 303), auf die er seine Construction 
znrüektllhrt, schliesslich in eine fertige P'orm gebracht werden kann, die den 
gestellten Anforderungen zu genllgen seheint. Indem ich mir erlaube, diese 
rollsländig aufgeführte Construction, welche noch den Vortheil bietet, dass man 
fast nur in einer und derselben Ebene zu operiren nöthig hat, hier mitzu- 
theilen, will ich den zu derselben führenden Gedankengang vorausschicken. 



Eine Gruppe von acht associirten Punkten (d. h. die acht Schnitt- 
punkte dreier Oberflächen zweiter Ordnung, welche nicht durch dieselbe 
Raumcurve, den Schnitt zweier von ihnen, hindurchgehen) besitzen die von 
Hesse bewiesene (Theorema 9 a. a. ü.) Eigenschaft, dass sie, irgendwie in 
zwei Gruppen von je vier getheilt, als die Ecken zweier Tetraeder er- 
scheinen, welche allemal als Polartetraeder eines und desselben räumlichen 
Polarsystems aufgefasst werden können oder, was dasselbe sagt, einem und 
demselben räumlichen Polarsystem angehören. 

*) Th, Reffe, die Geometrie der Lage, Abth. II, S. 152; ff. Schroeter, Theorie der 
Oberäächen zweiter Ordnung und der Raumcurven dritter Ordnung, S. 704. 



Schröder, die acht Schnittpunkte dreier Flächen zweiler Ordnung. 133 

Hat man nun sieben von einander unabhängige Punkte im Räume 
(d. h. keine drei in einer Geraden, keine vier in einer Ebene und nicht 
alle sieben auf derselben Raumcurve dritter Ordnung), so kann man vier 
von diesen sieben Punkten als Ecken eines Polartetraeders, die drei übri- 
gen als Ecken eines Polardreiecks in einem räumlichen Polarsystem wählen, 
welches durch diese Bestimmungsstucke vollständig und eindeutig bestimmt 
wird; denn das Polartetraeder enthält sechs, das Polardreieck drei Bestim- 
mungsstticke (Paare conjugirter Punkte), und neun solche sind gerade noth- 
wendig und hinreichend für das räumliche Polarsystem. Wenn man nun 
in dem so bestimmten räumlichen Polarsystem zu der Ebene des Polar- 
dreiecks den Pol ermittelt, so ist derselbe der gesuchte achte Punkt. 

Seien 12 3 4 die Ecken des Polartetraeders , 5 6 7 die Ecken des 
Polardreiecks, so hat man in der Ebene desselben [567] ausser diesem 
Polardreieck in Folge des Polartetraeders noch drei Paare conjugirter Punkte 
tilr das in dieser Ebene [567] enthaltene ebene Polarsystem, nämlich die 
Durchbohrungspunkte der drei Paar Gegenkanten des Polartetraeders (1234) 
mit der Ebene [567], weil ein Paar Gegenkanten des Polartetraeders con- 
jugirte Strahlen des räumlichen Polarsystems sind. 

Bezeichnet man also die Treffpunkte: 

(12, 567) = p, (13, 567) = q, (14, 567) = r, 

(34, 567) = p„ (24, 567) = q„ (23, 567) = r,, 

welche zu je dreien in vier Geraden liegen, nämlich in den Schnittlinien: 

|123, 567| = |pqr,|, |124, 567| = jpq,r|, 
|134, 567| = |p,qr|, [234, 567| = |p,q,r,|, 
so hat man in der Ebene [567] scheinbar mehr Bestimmungsstucke, als für 
ein ebenes Polarsystem nothwendig sind; denn ein solches wird schon be- 
stimmt durch ein Polardreieck (567) und zwei Paare conjugirter Punkte: 

p und pi; q und qi; 
allein das dritte Paar r und r, widerspricht den vorigen Bedingungen nicht, 
sondern ist vielmehr eine nothwendige Folge derselben, weil nach einem 
Satz von Hesse*) zwei Paare conjugirter Punkte: p und p„ q und q^ immer 

ein drittes Paar: 

(Pqi7 qPi) = r und (pq, piqO = ri 
zur Folge haben. 



*) J. Steinern Vorlesungen über synthetische Geometrie, Th. II (1876) S. 419. 
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Das ebene Polursystem in der Ebene [567] ist also durch die ge- 
gebenen Bestimmungsstucke gerade bestimmt. Wir ermitteln von p die 
Polare p, welche durch pi gehen muss, und wie sogleich gezeigt werden 
wird, construirt werden kann; dann ist, weil p in |12| liegt, die Polarebene 
des Punktes p im räumlichen Polarsystem diejenige Ebene, welche |34| und 
p verbindet. Wir brauchen von der Geraden p nur noch einen Punkt 5B 
zu kennen, dann ist die Polarebenc 

[34^] 

schon bestimmt. Ebenso ermitteln wir von q die Polare q im ebenen Polar- 
system oder nur ehien Punkt C von ihr, dann ist die Ebene 

[42G] 

die Polarebene von q im räumlichen Polarsystem, und endlich ermitteln 
wir von r die Polare r oder nur einen Punkt 91 derselben, dann ist die 

Ebene 

[23^K] 

die Polarebene des Punktes r im räumlichen Polarsystem; folglich wird der 
Schnittpunkt der drei Ebenen 

([34^^]. [42C], [239t]) - 8 

der Pol der Ebene [507] im räumlichen Polarsystem, d. h. der gesuchte 
achte Punkt sein. Wir haben demnach nur in der Ebene [567] zu operiren 
und drei gewisse Punkte ^C9t in derselben zu ermitteln, um zur Con- 
struction des gesuchten achten Punktes zu gelangen. Die Construction der 
Polaren pqr bildet den Gegenstand der IlUlfsaufgabe von Hesse (Problema I 
a. a. 0.) und lässt sich durch die folgende von der //e^Äeschen verschiedene 
Betrachtung ersetzen, welche zu einer etwas kürzeren Construction führt. 

Wenn man zur Bestimmung eines ebenen Polarsystems ein Polar- 
dreieck (567) und nur ein Paar conjugirter Punkte q und q, giebt, so ist 
das Polarsystem dadurch noch nicht vollständig bestimmt, sondern es sind 
unendlich viele i^larsysteme vorhanden, die diesen Bedingungen genügen, 
aber in dem Zusammenhange mit einander stehen, dass, wenn man in jedem 
derselben zu einem festgehaltenen Punkte p die Polare p ermittelt, diese 
sämmtlichen Polaren durch einen und denselben festen Punkt ^ laufen; 
ftigt man daher noch die weitere Bedingung hinzu, dass p und pi conju- 
girte Punkte sein sollen, so wird 

p.^i = p 



Schroeier, die acht Schnittpunkte dreier Flächen zweiter Ordnung, 135 

die Polare des Punktes p in dem einzigen jetzt völlig bestimmten Polar- 
systeme sein. Die Richtigkeit der eben ausgesprochenen Behauptung ist 
in des Verfassers Bearbeitung der Steiner^Q\\Q\i Vorlesungen *) bei Unter- 
suchung des ebenen Polarsystems ausführlich und allgemein bewiesen 
worden; an dieser Stelle mag sie nur tibersichtlich ohne Berücksichtigung 
des imaginären Falles nachgewiesen werden, um die aus ihr folgende, immer 
reelle, Construction abzuleiten. 

Ist (567) ein Polardreieck und qq, ein Paar conjugirter Punkte für 
ein ebenes Polarsystem, so giebt es drei ausgeartete Polarsysteme, die diesen 
Bedingungen genügen. Nimmt man nämlich den Punkt 5 als Doppelpunkt 
eines (reellen oder imaginären) Linienpaares, welches aus den Doppel- 
strahlen einer Strahleninvolution besteht, zu deren Bestimmung die beiden 
Strahlenpaare 

j56| und |57|; |5q| und 5qi| 

genügen, so ist das Linienpaar als Kernkegelschnitt Ä^^^ eines ausgearteten 
Polarsystems anzusehen, welches den vorgeschriebenen Bedingungen genügt, 
und die Polare von p wird der zu dem Strahle |5p| zugeordnete Strahl / 
der Strahleninvolution sein. 

Nimmt man ferner den Punkt 6 als Doppelpunkt eines zweiten (reellen 
oder imaginären) Linienpaares an, welches aus den Doppelstrahlen einer 
Strahleninvolution besteht, zu deren Bestimmung die beiden Strahlenpaare 

|65| und |67|; |6q| und |6qi| 

ausreichen, so ist dieses Linienpaar als Kernkegelschnitt ÄP^ eines zweiten 
ausgearteten Polarsystems anzusehen, welches den vorgeschriebenen Be- 
dingungen genügt, und die Polare von p wird der zu dem Strahle |6p| zu- 
geordnete Strahl /i der Strahleninvolution sein. 

Die beiden Kernkegelschnitte Ä^^^ und ÄP^ bestimmen ein Kegel- 
schnittbüschel, für welches (567) das gemeinschaftliche Polardreieck und 
qqi ein gemeinschaftliches Paar conjugirter Punkte sein wird. Für dies 
Kegelschnittbüschel müssen bekanntlich die Polaren des Punktes p sämmtlich 
durch einen und denselben Punkt ^ laufen, welcher daher nichts anderes als 
der Schnittpunkt 



*) Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projectiviache Eigenschaften (Leipzig 
1876) S. 428. 



136 Schroeter, die acht Schnittpunkte dreier Flächen zweiter Ordnung, 

sein miiss. Es giebt in dem KegelschnittbUschel (fi^^^ÄP^) noch ein drittes 
Linienpaar, zu dem wir in gleicher Weise wie zu den beiden ersten ge- 
langen. Nehmen wir den Punkt 7 als Doppelpunkt eines (reellen oder 
imaginären) Linienpaares, welches aus den Doppelstrahlen einer Involution 
besteht, zu deren Bestimmung die beiden Strahlenpaare: 

|75| und |76|; |7q| und |7qi| 

dienen, so ist dies Linienpaar als Kernkegelschnitt fif^ eines ausgearteten 
Polarsystems anzusehen, welches den vorgeschriebenen Bedingungen genügt, 
und bestimmt man zu dem Strahle \lp\ den zugeordneten Strahl k der 
Strahleninvolution, so ist leicht direct nachzuweisen, dass auch k durch den- 
selben Punkt ^ gehen muss, sowie dass die drei (Linienpaare) Kegel- 
schnitte Ä^^^ÄP^ftP das gemeinsame (Diagonaldreieck) Polardreieck (567) 
haben, indem der elementare Satz gilt: 

^yWenn man ein Dreieck (pQl) und ein Punktepaar qqi hat und be-~ 
stimmt drei Strahleninvolutionen durch je zwei Strahlenpaare: 

1) |56| und |57|; |5q| und |5qi|, 

2) |67| und 165|; |6q| und |6q,|, 

3) |75| und |76|; |7q| und |7q,!, 

ermittelt endlich in diesen drei Strahleninvolutionen zu den Strahlen: 

iöpl, |6p|, 17p| 

die zugeordneten Strahlen 11^1^^ so laufen diese drei Geraden durch einen und 
denselben Punkt: 

(//i/O = %'' 

(Theorie der Kegelschnitte, S. 404). 

Vj^ bleibt jetzt nur noch übrig, die Geraden 11^1^ oder nur zwei der- 
selben möglichst einfach zu construiren, um den Punkt % zu finden. Dies 
kann nun in folgender Weise geschehen: Nennt man die Schnittpunkte: 

(pq, 56) = a, (pq^, 57) = a„ (qa„ q^a) = 8, 

so ist 

|58| = l; 

denn das vollständige Vierseit, dessen Seiten die Geraden: 

|qa|, |qia,|, qa,|, jq^al 
sind, hat zu den drei Paar Gegenecken die Punkte: 

a und a„ q und q„ p und §, 
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welche von dem Punkte 5 aus perspectiv projicirt bekanntlich drei Strableu- 
paare einer Involution bilden; das erste Strahlenpaar ist aber |56| und |57|, 
das zweite j5q| und |5qi| und das dritte |5p| und |5g|, also ist 

|58| = / 
gefunden; auf gleiche Weise werden l^ und (2 construirt; mithin ist auch 
der Schnittpunkt 

(lUd = $ 
gefunden und kann allein durch das Ziehen weniger gerader Linien in der 
Ebene [567] ermittelt werden. Construiren wir sodann in gleicher Weise 
die Punkte O und 9t in der Ebene [567], so ist nach dem Obigen der ge- 
suchte achte Punkt der Gruppe der associirten Punkte als der Schnittpunkt 

der drei Ebenen 

([34^], [42D], [239?]) = 8 

ermittelt. Die Construction der Punkte ^D9l ist aber verhältnissmässig 
einfach und übersichtlich darzustellen, sodass sich nunmehr das vollständige 
ConstructionS'Schema hinschreiben lässt. Es bleibt dabei noch eine zwie- 
fache WillkUrlichkeit in der Construction enthalten; man kann nämlich 
einerseits bei einem Paar conjugirter Punkte die beiden einzelnen Punkte 
mit einander vertauschen, ohne dass das Ergebniss der Construction dadurch 
geändert wird; andererseits hat man in der Ebene [567] drei Paare conju- 
girter Punkte: pp,, qq„ rti; man kann also zur Construction des Punktes $ 
entweder das Paar qqi verwenden oder das Paar rti, ohne dass das Ergebniss 
der Construction dadurch geändert wird. Dadurch erhält man zur Be- 
stimmung der Geraden /, welche durch 5 geht, nicht bloss einen Punkt 8, 
sondern zwei Punkte 8 und 8', die mit 5 in einer Geraden liegen müssen. 
Andererseits erhält man durch die Wahl des anderen Punktepaars nicht 
nur die drei Punkte $09t, sondern noch drei neue Punkte ^'O'JR', die aber 
so liegen müssen, dass 

Pi^^', qiOC, r,9t9l' sich je in einer Geraden befinden, 
sodass der Punkt 8 derselbe bleibt, weil die drei Ebenen, deren Schnitt- 
punkt er ist, nicht geändert werden. Der grösseren Symmetrie wegen führen 
wir diese Constructionen vollständig aus und leisten also mehr, als unbedingt 
zur Ermittelung des achten Punktes nothwendig ist; wir gewinnen aber 
dadurch zugleich eine Controlle für die Construction, die nicht ohne Werth 
ist, und haben mithin zwei neben einander laufende Constructionen, die 
durch folgendes Schema dargestellt werden: 

Journal für Mathematik Bd.XCIX. Heft 2. 18 
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Sind im Räume sieben von einander unabhängige Punkte gegeben: 

12 3 4 5 6 7, 
so bestimme man die Treffpunkte: 

(12,567) = p, (13,567) = q, (14,567) = r, 
(34, 567) = p,, (24, 567) = q„ (23, 567) = r„ 

welche zu je dreien auf den vier Geraden liegen: 

|123,567| = |pqr,|, |124,567| = |Hir|, 
|134,567| = Ip.qrj, |234,567| = |p,q,r,|. 

Sodann bestimmen wir in der Ebene [567] die neun Durcbschnitts- 
punkte der Seiten des Dreiecks 567 mit den Seiten des Dreiecks pqr, 
nämlich die Punkte: 

a = (67, 134) = (67, qr), b = (67, 124) = (67, rp), c = (67, 123) = (67, pq), 
a, = (75, 134) = (75, qr), b, = (75, 124) = (75, rp), c, = (75, 123) = (75, pq), 
a2 = (56, 134) = (56, qr), b, = (56, 124) = (56, rp), c, = (56, 123) = (56, pq). 

Nunmehr kann man in doppelter Weise construiren, nämlich entweder 

I. 

1) Die drei Punkte 5, (qbj, qiC,), (qbi, qjC^) liegen in einer Geraden, 

- - - 6, (qb, qiO, (qba, qiC) ... - , 

- - - 7, (qbi,qiC), (c^h, q^O - - - - . 
Diese drei Geraden schneiden sich in einem Punkte ^. 

2) Die drei Punkte 5, (rCa, tiQ,), (rCi, ria2) liegen in einer Geraden, 

6, (rc, riQ^), (rc., r,a) . . - . , 

7, (rci, titt), (rc, riaO - - - . . 

Diese drei Geraden schneiden sich in einem Punkte O. 

3) Die drei Punkte 5, (pQi, pib,), (pQi, pibj) liegen in einer Geraden, 

- - - 6, (pa, pibO, (Pa2,p,b) - - - - , 

- - - 7, (pa„p,b), (pa, pi bO - - - - . 

Diese drei Geraden schneiden sich in einem Punkte JR. 
Der Schnittpunkt der drei Ebenen 

([34^], [42D], [235R]) = 8 

ist der gesuchte achte Punkt. 
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Oder: 

IL 

1) Die drei Punkte 5, (r Ca, tibi), (rCi, tiba) Hegen in einer Geraden, 

6, (rc, tibi), (rc2,rib) - - - - , 

• - ■ - 7, (rci,rib), (rc, rib,) - - - - . 

Diese drei Geraden schneiden sich in einem Punkte $'. 

2) Die drei Punkte 5, (paa, piC,), (pai, P1C2) liegen in einer Geraden, 

6, (pa, P1C2), (pa2,pic) - - - - , 

- - - 7, (pai,piC), (pa, picO - - - - . 
Diese drei Geraden schneiden sich in einem Punkte C. 

3) Die drei Punkte 5, (qbz, qiOi), (qbi, qia^) liegen in einer Geraden, 

- - - 6, (qh, qiQa), (qb^, qia) - - - - , 

- - - 7, (qbi, q^a) (c^h. qia,) - - - - • 

Diese drei Geraden schneiden sich in einem Punkte 91'. 
Der Schnittpunkt der drei Ebenen 

([34^'], [420'], [239i']) = 8 

ist der gesuchte achte Punkt. 

Ferner liegen 
die drei Punkte p, ^ $', q^ C €l\ r^ m 91' je in einer Geraden, 
also auch 

die vier Punkte 3 4 ^ ^', 4 2 C C, 2 3 9t 91' je in einer Ebene. 

Will man die Symmetrie opfern, so gestaltet sich die Construction 
viel kürzer, weil zur Construction des Punktes $ von den drei angegebenen 
Geraden, die durch ihn gehen, nur zwei erforderlich sind, und zur Con- 
struction dieser Geraden von den drei angegebenen Punkten nur zwei er- 
forderlich sind. 

Nachdem man die Durchschnittspunkte der Seiten des Dreiecks 567 
mit den Seiten des Dreiecks pqr, wie oben, bestimmt hat, von denen nicht 
einmal alle gebraucht werden, construire man z. B. so: 

Die Verbindungslinien : 

|6, (pa, pibj)! und |7, (pa, pibi)| treffen sich in 9i, 

|6,(pa,piC,)| und |7,(pa,pic0| - - - D', 

|6, ((\h, qiO I und |7, (qb, qiC,) | - - - $, 

([2391], [24C'], [34^]) = 8, 

18* 
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Dämonstration du thöorfeme fondamental de Talgfebre. 

(Par M. Joseph Perott ä Gra-Thumiac, Morbihan.) 



\J est k Gauss *) qu'oii doit la premi^re d^monstration de ce th^or^me 
qui consiste eii ce que toute foiiction alg^brique rationnelle enti^re d'une 
seiile variable est d^composable en autant de facteurs Unfaires que Tex- 
posaut de soii degr^ contient d'unites. Mais teile est la f^condit^ des id^es 
diss^rain^es dans la m^morable thöse du grand g^om^tre, qu'en les re- 
cueillant avec soin, on parvient facileinent ä reconstituer une autre d^mon- 
stration du th^or^me fondamental, diff^rente de la premi^re de Garns. C'est 
la fache que je me propose d'accomplir dans le present travail. 

1. 

On sait**) qu'il suffit de d^montrer que toute ^quation alg^brique 
ä une seule inconnue 

X = X(^x) = X(x, a^) = a?'"+aia;"-'+ö,a;"*-''+..- + a^.ix + ö^ = 0, 

quel qu'en soit le degr6 m, a au moins une racine, pour que le th^or^me 
fondamental puisse etre ^tabli par des consid^rations tr^s simples. Nous 
ne traiterons d'ailleurs que les ^quations ä coefficients r^els, Textension du 
th^orerae fondamental aux (^quations ä coefficients quelconques ^tant im- 
m^diate. Faisons x = t+iu et posons 

XO+in)-XO-iu) _ -^ j^ ^ jj^^^ ^^_ 



*) Demonstratio noca theorematis omnem functionem algebraicam rationalem in- 
tegram ut^ius cariabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse. Helm- 
Htadii 1799. 

**) Demonstratio, art. 4, 13, 14, 15. 
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iVuioiilin i\\\r IVr(jimtioii A(x) = a au moiiis une racine x, = /,+ »Wi 
\v\\v\\\ II proiiviT (|uc Ic« courbes T(/, w) = et U(t,u) = ont an moins 
\\\\ pniiil iriiit<MH<!<!tioii /„ iij. iJaiiö sa thfese, le grand g^omfetre relfeve deux 
piopilrtrH nrinarquableb den courbes T=0 et 1/^=0. 



2. 

I.a iirciiiierc propri^t^*) — et c'est sur cette propri^t^ seule que 
(laNifH tbiide hu Demonstratio — eonsiste en ce qu'en conservant les nota- 
tioiiH i^rccddcnte» et en d^sigiiant par R la seule et iiiiique racine positive 
<le ri^.(|uation 

r'"_»^2(|a,|r-»+|a,|r--^+|ö3|i-"^+...+ |a_,|r+|a«|) = 0, 

tollte circonfdrence de cercle d^crite de Torigine comme centre avec un 
rayon siir])aH8ant /?, reneontrera les courbes T= et £/=0 en 4m points 
et telrt cpie les points appartenant k ces deux courbes se pr^senteront aller- 
nathemeut k la pointe mobile du compas. On en conclut que Taffixe d'aueun 
j)oint 8itu<5 en dehors du cercle termincJ par ladite circonf6rence, ne pourra 
satisfaire k Tiiquation X = 0. Si Ton remarque en outre que R augmeiite 
avec la valeur absolue de a«, on voit qu'en d^signant par A eX B deux 
valcurs reelles de a,„ telles qu'on ait A < /?, par M le module de la plus 
grande de ces deux quantit<5s en valeur absolue et par 91 la seule et unique 
racine positive de l'^quation 

aucune d(iuation 

X{x, a„) = 0, oü ^ < a^ <. B, 

ne pourra avoir de racine» k Pext^rieur d'un cercle nien^ de l'origine comme 
centre avec un rayon sup^ieur k 9t. 

3. 

Passons niaintenant k la seconde propriet^ **) des courbes T = et 
V=(). Si x, =/i+i?/, est une racine de requation A' = et n son ordre 
de multiplicit^ et que Ton fait x=^z-\-x^ et 

*) Demonstratio, art. 19 et 20; Beiträge zur Theorie der algebraischen Gleichungen^ 
art. 2, 3 et 4 (A^^^J- der Kon. ües. der Wies, zu Gott., Bd. IV. Göttingen, 1849). 
**y Demonstratio, art. 23 et 24; Beiträge, art. 10. 
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et que Ton d^signe par S la seule et unique racine positive de T^quation *) 



= «]/|-(b + 1)-^ «-(«4-2)^1«' (m-l) 



"■""«"-"-'-«» 






toute circonf^rence de cercle d^crite du point ayant pour affixe x^ comme 
centre avec un rayon inf^rieur ä S, rencontrera les courbes T = et 1/ = 
en 4« points qui pourront 6tre distribu^s en quatre cat^gories contenaiit 
chaeune n points. Ces quatre cat^gories auront respectivement les points 
dont les coordonn^es v^rifient les (Jquations et les inc^galit^s suivantes 



(!•) 


i/=o, r>o, 


(II.) 


u-a, r<o, 


(III.) 


T-O, £;>o, 


(IV.) 


r=o, i7<o. 



De plus, si Ton num^rote les points en question dans Tordre oü ils se pr^- 
sentent ä la pointe mobile**) du compas, en corameuQant par attribuer le 
num^ro uu k un point quelconque appartenant ä une des quatre cat^gories, 
les num^ros d'ordre des points d'une mßrae cat^gorie seront congrus sui- 
vant le module quatre. 

4. 
Nous allons faire maintenant la remarque suivante. Si une ^quation 

X(x, Ä) ^ 

ä terme constant A positif , n'a pas de racines dans un cercle ***) ayant 
pour centre Torigine, il est toujours possible de trouver une quantit^ posi- 
tive a teile qu'aucune ^quation 

X{x, o J = 0, oü a<,a^^A, 

n'aura de racines dans le cercle que nous venons de d^finir, tandis que 

r^quation 

X(x, o) = 



*) On suppose m > n; dans le cas oü m = w, on peut Egaler S k une grandeur 
positive quelcouque. 

**) Cette pointe pourra se mouvoir dang un sens quelconque. 

***) En m'exprimant ainsi, je considöre la circonförence comme faisant partie du 
cercle; quand je voudrai Texclure, je dirai: dans Tintörieur d'un cercle, etc. 
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eil aura au moinn ane dan» le meme cercle. En effet, comme ou a 

T(0, 0, A) = A, 

le eerele contiendra au moins uii poiut oü T(/, w, A) > 0. Nous d^ig^e- 
roiiH renHcmble des pointe situ^d dans le eerele et teh qu'ou ait poor leurs 
(;oordoiiii(3eH T(/, u, A) > 0, sous le nom de r^gion positive du eerele, sans 
iKiUH inquii^ter b'H existe des points dans le eerele pour lesquels T(t, «, A) 
iie serait pas positif. Comme d'ailleurs rorigine fait partie de la coorbe 
V(lfU)^0^ 11 y aura au moins an point de cette courbe dans la r^gion 
positive du eerele. Cela ^tant ainsi, d^signons par g le minimum n^eessaire- 
inent positif *) du polynome T(J, u, A) sur tous les points de la courbe 
U(l, ti) = situi^s dans la r^gion positive du cercle. II est facile de voir 
d'ailleurs que le polynome T(l, Uj A) acquerra cette valeur minimum sar la 
(nreonfiJrence et non dans Tint^rieur du cercle. En effet, si pour un point 
de la courbe U(l, ii) = situe dans Tint^rieur du cercle **) on avait 

T(t, fi, A) = g, 

Taffixe de ce point serait une racine de T^quation 

X(x,A-g) = 

et on pourrait tracer de ce point comme eentre avee un rayon inf^rieur 
k la quantit^ S definie dans le paragraplie prec(^dent, un cercle qui se 
trouverait en entier dans la r^gion positive de notre premier cercle. Or il 
existerait alors sur la circonf^rence du second cercle au moins un point 
/i, Ui tel qu'on aurait 

U(t,, u,) = 0, r(/„ fi„ A^g) = -A < 

et 

T{l,,u,,A) ^ g^h>0, 

contrairement k la supposition que g est la valeur minimum de T(t, u, A) 
sur les points de la courbe UQ, w) = situ^s dans la r^gion positive du 
premier cercle. Ce n'est donc que sur la circonf^rence de notre premier 
cercle que pourra se trouver et se trouvera un point tel qu'on y ait 

{/(/,!/) = 0, T(t,u,A)^g. 




*) N'oublions pas que d'aprös notre supposition les courbes T(/, u, A) = et 
Ijn^ ,A = ne se coupent pas dans le cercle; dans le cas contraire le polynome 
T(tlu,A) pourrait ne pas avoir de minimum sur les points de la courbe ü(/, ti) = 
situös dans la rögion positive du cercle. 

**) Ce point ne pourra par cons^quent se trouver sur la iimiie de la rögion po- 
sitive du cercle. 
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Bref, pour d^terminer le minimum du polynöme T(t, u, Ä) sur tous les points 
de la courbe £/(/, ti) = situ^s dans la r^gion positive du cercle, il s'agira 
seulement de prendre la moindre des valeurs que ledit polynöme aequiert 
sur les points d'intersection de la courbe U(t, ti) = avec le premier cercle. 
II est d'ailleurs (Evident qu'on aura 

9<:A; 
car on a 

T(0, 0, Ä) ^ A, 

et il suffit par cons^quent de poser A—g=^a pour avoir une quantit^ a 
teile qu'elle est exig^e par T^nonciJ. 



o. 

S'il existe une ^quation 

X(x, ^) = 

manquant de racines dans tout le plan, il taut bien qu'on ait ^ >> 0. Cela 
6tant ainsi, de l'origine'comme centre tragons uu cercle avec un rayon assez 
grand*) pour que Taffixe d'aucun point situ6 k Text^rieur de ce cercle ne 
puisse satisfaire k aucune ^quation 

^(ar,aj = 0, oü O^a^^A. 
L'^quation 

X(x,A) = 

n'aura pas de racines dans le cercle que rious venons de tracer, et par con- 
SiJquent on pourra trouver une grandeur positive a teile que T^quation 

X(x,a) = 

ait une racine dans le cercle, tandis que toutes les ^quations 

X(x,a^) = 0, oü a<:a^^A, 

y manquent de racines. Soit P un point dans le cercle dont Taffixe x^ = /i+«tii 

sadsfait k T^quation 

X(x, a) = 0; 
posons 

X = Xi+ Ä, X(xi+z, a) = Z(a), 
et d^signons par M le module du plus grand des coefficients de Z(z) en 



*) Voyez le § 2. 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 2. 19 
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Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen. 

(Von Herrn S. Gundelßnger in Darmstadt.) 



Unter den zahlreichen Sätzen über die orthogonalen Substitutionen 
scheint ^er in der * folgenden Note behandelte, trotz seiner naheliegenden 
Ableitung und seiner überaus zahlreichen Anwendungen, noch nicht bemerkt 
worden zu sein: 

Wenn zwei beliebige ganze homogene Functionen y (lu? f n ^2? • • • In) ^f^d 
V^C^O' ^1« I27 ••• O der willkürlichen Veränderlichen lo? ^u 1^? •••In durch eine 
orthogonale Substitution: 

(1.) 1^ = öl,'JY„ + olA'iH ValX^ («=(i, 1, 2. ... «) 

übergehen in 

V(l(., i^^ Iz, . . . O = *(-X,„ ^1, X„ . . . X,) und V'CIo, li, • . . In) = ^(-Xo, Xi, . . . X„), 
so wird gleichzeitig: 



(2.) 






A ö|,ö|a <5§xÖ|/. X 1 dX^dXx dX^dXx ' 

a y ay _ a'a> a^^^ 

X / /i c^^^ö^id^u (^^ndiiid^u X ). fi dX^dXidXft dXxdXidX^ ' 



(x, A, ^ = 0, 1, 2, ... «). 

Beweis. Führt man neben den |, eine zweite Reihe von willkür- 
lichen Veränderlichen u^ ein und transformirt die letzteren durch die trans- 
ponirte Substitution: 

(3.) U^ = ai'ff, + Ol«lH hön^n (x = 0, l, 2. ... «), 

SO wird, unter Einführung des Zeichens / an Stelle von V^ O^»? ^u • • • ^0 ^^^ 
des Zeichens X für den aus x vermöge (3.) hervorgehenden Ausdruck, nach 
einem bekannten*) Theorem über Invarianten: 



*) Der Beweis, den Aronhold von diesem Satze in verallgemeinerter Fassung im 
62. Bande dieses Journals S. 338 giebt, grtlndet sieh auf die charakteristischen DiflFe- 
rentialgleichungen für Zwischenformen; er kann auch ganz elementar, gleich beim 
Eingange in die Theorie der Invarianten, ohne Symbolik geführt werden. 
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XXX X 

= A,) (2: e^n.,n ^x) + Xy (2; e„;,2.. » X) + • * * + -3r„ (2; e,„2..n-l,, -^0 

oder, wenn man die mit a„i2..„ = ^oü.,, multiplicirte Beziehung (5.) abzieht 
und Xi einen Index bedeuten lässt, der alle Zahlenwerthe von bis n, aus- 
genommen i selbst, annehmen kann: 

= X„ (2; e^.,,2...« X.) + ^1 (^ ^Ox,2...n X,) f • • • + ^n (-S ^ü...« -l,x^ -^x J- 

Xji X| Xjj 

Im Falle « = 2 ergiebt sich beispielsweise unter Benutzung von (6".): 

5>iii»lÖt222+ ^l^2Ö|I^Ju+ i»2^uöiii 



(8.) 



^Oa N ( l»ll!5l*222+ fel^2Ö|I^JU+ i»2^uöin 

l = A() Ai ^222 ~r -^l -^2 ^m*) "T -^2 A(j 6ixi )^ 



und hieraus mit Rücksicht auf die letzte Gleichung des Systems (2.): 

(«^•) ö||JO + öni +fl^]22 = ^ÄM) T ^111 +^222 > 

Wohl den häufigsten Gebrauch findet das im Eingange bewiesene 
Theorem in der Lehre von den krummlinigen orthogonalen Coordinaten, wofern 
man die Entwickeluugen, die ich in Band 85 dieses Journals S. 295 ff. über 
d\e Transformation gewisser Differentialgleichungen in beliebige krummlinige 
Coordinaten gegeben habe, passend modificirt. 

Sei, um hierauf näher einzugehen, x,„ aji, ... x„ eine Reihe willkür- 
licher, von den ^,„ ^i, ... f„ vollkommen unabhängiger Variabein, und 

das System von Definitionsgleichungen für die Parameter p„, p„ p2, ... p«, 
die an Stelle von a:,j, a?!, ... x^ als neue, im allgemeinen krummlinige 
Coordinaten eingeführt werden sollen. Setzt man 



(11.) 



m+m+-+m = «. 






also 

(ir.) ö.';a.^ + arar+...+a:a; = 1, 



*) Geometrische Deutungen finden sich in der 18. Vorlesung des eben citirten 
Werkes und in der zweiten Vorlesung von Hesse: „Vier Vorlesungen aus der ana- 
lytischen Geometrie." 

**) Cfr. Jacobi Math. Werke, herausgegeben von Weierstrass, Band III, 8. 462. 
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Die Darstellung der V„ ergiebt sich sofort aus der evidenten Gleichung: 

Nennt man ferner den Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung 
ins JV, 80 hat man 

Nun ist aber • 



ex. 



dg» k dQi *■ dQ; 



-1 



8X h' 



*) Aus 












/ 



folgt mit Rücksicht auf (11«.) und (13.) 

dX^ f dal da\ dai ,\ 

-^ — = —^[-^ — oj H — T~^öT+- — r^s — (^n)Xx 



— 1 



i^ cgx ^ c^Px 

da der Coefficient von X^t verschwindet. 
**) Für X $ ^ wird: 

— h ^^^* Y 

weil für i^^ die Summe: 

' ~Ij — 5 5 ["""r^S — n z; — = vJ. 



dg^dgf, dgi äg^dg,, dgi dg^dg^ dgx 

Es wird wohl nicht erwähnt zu werden brauchen, dass aus der Gleichung 

d / dX„ \ __ d / dX^ \ 
dgi ^ dgf, y " dgu ^ ögi ) 
sofort für X = A und x $ A die zwei verschiedenen Systeme partieller DiflFerential- 
gleichungen für die h^ sich ergeben. Cfr. Lam^^ Coordonn^es curvilignes S. 73 — 78. 
Darboux: Ann. de F^cole norm. VII. p. 279. 
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1. Die Ausgangscurve Rß^ liege auf der Fläche zweiter Ordnung 
ßi und ihre Schmiegungsebenen mögen die Fläche zweiter Ordnung ß be- 
lühren. Der Ort der Berührungspunkte dieser Ebenen mit ß sei Rß , welche 
mit Rß^ die Grundeigenschaft gemein hat Rß und Rß^ sind reciprok und 
dadurch auch punktweise eindeutig auf einander bezogen. Die Verbindungs- 
geraden entsprechender Punkte sind die Tangenten von 7?^,, die Schnitt- 
punkte entsprechender Tangenten sind die Punkte von Rß, die Verbindungs- 
ebenen entsprechender Tangenten sind die Schmiegungsebenen von Rß^ und 
die Schnittlinien entsprechender Schmiegungsebenen sind die Tangenten von 
Rß. Entsprechende Secanten beider Curven treffen einander im Allgemeinen 
nicht Liegen aber zwei Tangenten von Rß in einer Ebene, so schneiden 
sich die entsprechenden Tangenten von Rß^^ und wir finden, dass die einander 
entsprechenden Bertthrungssehnen der zweimal berührenden Tangentialebenen 
sich schneiden. Eine solche Sehne von Rß verbinde die Punkte A und B 
von Rß, die entsprechende Sehne von Rß^ enthalte die Punkte Ai und Bi 

von Rß^ ; es sei ferner P der Schnittpunkt der Geraden AB und AiB^. Die 

Gerade p, welche von P durch AAi und BB^ harmonisch getrennt ist, ist 
zu P conjugirt bezüglich der beiden Flächen ß und ß^ also auch conjugirt 
zu P in Bezug auf den durch ß und ßi bestimmten Flächenbüschel. 

Bewegt sich die Gerade AB der Art, dass sie stets Berührungssehne 

einer Rß zweimal berührenden Ebene bleibt, so beschreiben AB und A^ßi 
je eine abwickelbare Fläche ; Tangentialebenen der zweiten sind die Ebenen 

(^ABAiBi). Da nun AB stets die abwickelbare Fläche der Geraden A^Bi 
in dem beweglichen Punkte P berührt, so schreitet P auf der Rückkehr- 

curve der abwickelbaren Fläche der Linien AB fort. Die Fläche des 
Büschels [ßßi], welche durch P geht, wird in P von der Ebene (P/i) oder 
(ABA^Bi) berührt, und wir würden daraus schliessen, dass alle Flächen des 
Büschels, welche durch die Punkte P gelegt werden, den Ort der Punkte 
P berühren. Da nun die Flächen eines Büschels keine andere Curve als 
die Grundcurve des Büschels einhüllen und P dieser Curve nicht angehört, 
so folgt, dass eine Fläche a des Büschels [jßßi] den Ort der Punkte P, den 
wir hinfort mit Ä« bezeichnen, enthält 

Bezüglich a sind die Geraden AB und A^Bi reciproke Polaren, weil 
A und Ai und ebenso B und B^ bezüglich des Büschels [ßßi] conjugirte 
Punkte sind. Die entsprechenden Berührungssehnen doppelt berührender 

20» 
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IJmmmmi iI(M' ( 'tirvcri llß tind /I^, tie^^hreiben in Bezog anf a reciproke ab* 
wtoknlbarci KIIU'Jm'Ji. Pen HertthmngfMehnen zweimal berttbrender Ebenen 
VOM Hfi^ iMitMpriM'Jii'.ri reziprok bezüglich /9 die Tangenten der Doppeleorve 
xWv Hhwlrki^lban'ti Flüche von Rß. Diese Doppeleorve R^ liegt deshalb 
nuf nhior l^'tllctii'. ;", wch'/hc reciprok zo a bezüglich ß ist, ond geht ans R^ 
(lutrli tMK^\ Wiu'JprcicitUteii zuerst bezüglich a^ dann bezüglich ß hervor. Die 
Doppoicurvc dnr Abwickelbaren von Rp^ liegt non ebenfalls aof einer Fläche 
Kwoltrr Onlniing yx und soll mit /2^, bezeichnet werden. R^ ond R^^ sind 
roc^lprok boxtlglich y. Ry, Ry^ ond Rß haben non dieselbe Beziehong zo 
oliiHtuliM' wie Rß, Rß, niid R„, weshalb die Flächen y, y^ ond ß in einem 
HttHrhol liegen. Ist /i„, zu R„ bezüglich a reciprok ond liegt aof a^, so 
ergiebt Hl(*h durch analoge Hetrachtongen , dass a^ a^ ond ß^ sowie ß, ß^^ 
Yx oto. je einer FIttcbenschaar angehören. Alle hier gefondenen Corven 
boHitKeti die flir Rß^ angenommene Grundeigenschaft 

Die Untersuchungen setzen voraus, dass A^, ein ond nor ein System 
doppelt berührender Kbenen besitzt. Hat Rß mehrere solcher Systeme, wie 
das besonders dann eintritt, wenn Rß^ in Cnrven mit verschiedenen analytischen 
Oosetzen zerfilllt, so ergeben sich aoch mehrere Corven R^ ond Flächen a, 
welche aber demselben Büschel angehören. — 

2. Die collineare Beziehong zwischen den Corven R^ ond Ry ist 
hier in einer Form gegeben, wie sie Herr G. Veronese seinen eingehenden 
rntersuohungen Über lineare Raumtransformationen zo Gronde gelegt hat *). 
Die Transformation stellt sich dar durch zwei aof einander folgende polar- 
reciproke Beziehungen. Sind die Flächen a ond ß bekannt, so ergeben 
sich durch die Beziehungen: 

Y reciprok a bezüglich ßy 

d ' ß ' Y, 

€ ' Y ' d, 

• • • 

• • • 

• • • 

t - a - Q, 

• • • 

• • • 

• • • 

eine Kette von Flächen: a, ß, j^, d, €^ . . . q^ a, r, . . . Je zwei, welche dorch 
eine ongerade Zahl anderer in dieser Kette getrennt sind, enthalten collineare 



*) Vgl. G. Veronese. Sopra alcune notevoli configurazioni di punti, rette e piani, 
di coniche e di superficie di 2"* ordine (Atti della Acc. Reale dei Lincei (3.) IV p. 132). 
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Raumcurven. Jede der Flächen enthält die (resp. eine) Doppeicurve der 
ahwickelbaren Fläche, welche von den Tangenten der vorhergehenden Cnrve 
gebildet wird. Durch wiederholte Anwendung der doppelten Reciprocität 
hinsichtlich zweier auf einander folgenden Flächen, welche wir mit (pd) 
bezeichnen wollen, gehen alle coUinearen Ranmcurven in einander über, und 
man findet leicht, dass: 

(aß) = (ßy) = (y(J) = ... = (pa)..., (aßf = (aßßddB) = (ae) etc. 

Mit der oben genannten Kette von Flächen und Curven stehen noch 
andere in enger Beziehung, welche wir erhalten durch die Beziehungen: 

Ä^, reciprok zu R^ bezüglich p, 

Ä^, liegt dann auf einer Fläche zweiter Ordnung pi. 

R^ reciprok zu R^^ bezüglich pi. 



R 



?r 



- R 



Py— 1 



9y-ii 



und es ergeben sich hierdurch die coUinearen Curven 

^ev' ^Qy^.2l ^ 

mit den Transformationen: 



Py+4' 



• • •< 



(««,) = («ißj) = (ojöj) = - = (cty^icty) = (ßßO = ... = (pp,) = ... = (p„-iPv); 

femer findet man : (pa) = (QyOy). 

Wir erhalten so vier im Allgemeinen zweifach unendlich grosse 
Gruppen von coUinearen Ranmcurven, welche auf den Flächen folgender 
Gruppen liegen: 



(I.) 



«2, 






'2> 



9, 
Qu 



■2, 



f^2yf ytv) ^2y} 



92r> 



■2r> 



(HI.) 



o 



i> 



n. 



«J. ^3, 



'!> 



'3» 






^3, 



^r+U T2r+u *2»+lj • • • Q2r+lt '^2>'+lj 





(Ä 


<J, 


?, ... 


a, 


eil.) \ 


A, 


(T2, 


S21 • • . 


02, 


K^-^'y 


A., 


<^2,., 


^2yf • • • 


a2y, 






^., 


bl7 • • • 


01, 


(iv.y 


Ä, 


«^3, 


&Jl • • • 


03, 


v.-^ ▼ »y 


• ■ 


• • 


• • • • 


^2y+lj • • • 

• • • • 
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Gundeifingcr, zur Theorie der orthogonalen Substitutionen. 



DalitM' wird: 



(17.) 



jx^ = 2: ^.f;- h,x, = x^.2hj'?f^x,-h,2:'-^xu 



ÖQ 



Bq). 



dg, 



dh. 



d\oghi 



J(h^ X) = A; ./ A. + Ä, JX. = 2X, Z K ^ Xi - hi ZXi—^ 

). cgi ag 



uiul schliesslich: 

d'V 
(18.) ' " "^'^'' 



£z ..: .-,. s^^'i = ££ 



JC / 









« A 



oiiiü lileicliung, aus welcher im Hinblicke auf deu Weitli von J(h^X^ folgt, 
dads «luch die (Trossen V^,^ etc. sieb als Functionen der 



flr 



CÄ. 



Ö'Ä. 



in der behaupteten Ci estalt darstellen lassen. 

Unter den Anwendungen, die aus dem Theorem in (2.) auf die zuletzt 
abgeleiteten Gleichungen (12.) — (18.) gemacht werden können, mögen hier 
nur noch zwei angeflihrt sein. 

l>urch die Annahme 



t/' = -2:^i und if^:^2: ^"i- 



ergiebt sich aus der zweiten Kelation des Systems (2.) sofort die bekannte 
Formel Lamcri, auf w VerUnderliche ausgedehnt: 



(li>.) ^^^^j =Mt...A. 



ö(äuaa.../o-^|J-) ^^(«(^0^...*.)-^^-;! 



?(^ 



+•••+ 



cg. 



^c 



)• 



Setzt man ferner r=p„ und der Kürze wegen 



(20.^ 



V V ^'^»1 



=•» r»A 



— ## ■ * * * 



• • • ^my* 



so folgt aus (18.) 

V\^.c,^,. ... ^,) = 2X V "^ A.^-^Ar'^*^ A7*: 

(A »I. l. •». 3. ... n) 



s% 



*> Nimmt mau hierin « = 2 an uod ersetzt die willkürliehen |, durch die rfx», 
al^o A, durch .^" , so erhalt man: 

Ihr Di/fvrentialyleichung für die Astfmptotenlinien der Fläche q^ = oonst. wird durch 
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nnd nach der ersten Relation in (2.) für tff = Xo: 
also 



/ÖA 



(21.) 



9>(fü,l., ^,,...l.)--yü(-|g-A„-Xo-2^i9''(a|;)^.) = -1^2-^^Xt. 

(« =£ 0, 1, . . . n, / =r 1, 2, . . . n). 

Mit Rücksicht auf diese beiden Gleichungen liefert daher jedes Theorem 
über zwei simultane quadratische Formen ein entsprechendes für die Fläche 
Qo = const 

Im Speciellen sei als Schluss der für die Theorie der Kriimmung 
fundamentale Satz angefilhrt: 

Die Wurzeln der Gleichung n^ Grades in l: 

5^0 3^0 ö'e, ö'po öpo 



i+ 



dxl ' 



^•ft 






dx.dx. ' öar. 



ö«,ö«, ' 



*+ 



a'ft 



ÖJ?J ' dx^dXj ' 



• • • 



dx,dx» ' 






av. 



ö'ft 



a*ft 



öar,öa?, ' 



oft 






* + 



S 1 






da;. 







= 



dlOg^; 



^e&e» aus dem Ausdrucke Af, — ^ ' /ilr / = 1, 2, ... n hervor. 



^(Ä^ ') df j + iÖ. dpj = 



repräseniirt. Hätte man in (18.) F gleich o;^ gesetzt, so wäre man auf das bekannte 
System Differentialgleichungen ftir x^ gekommen. Lami, 1. c. §§. 50 u. 51. Darboux, 
1. c pag. 281. 

Darmstadt, den 22. November 1884. 
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lieber eine gewisse Gattimg von Raumcurven. 

(Von Herrn Wilhelm Stahl in Aachen.) 



i/ie Raumcurven, welche hier betrachtet werden, sollen die Grund- 
eigenschaft haben, dass sie auf einer Fläche zweiter Ordnung liegen und 
dass ihre Schmiegungsebenen eine zweite Fläche zweiter Klasse berühren. 
Die Tangenten der Raumcurve berühren die beiden Flächen und gehören 
dem Strahlensysteme vierter Ordnung und Klasse an, welches beide Flächen 
einhüllt. Wir zeigen, dass die Doppelcurve der abwickelbaren Fläche der 
Tangenten einer solchen Curve R ebenfalls die Grund eigen schaft hat. Ferner 
ergiebt sich, dass diese Doppelcurve collinear verwandt ist derjenigen Curve, 
welche von den doppelt berührenden Tangentialebenen der R eingehüllt 
wird. Dadurch ist eine collineare Transformation bestimmt, durch deren 
wiederholte Anwendung auf die gegebene Curve R und die Doppelcurve 
eine Kette von Curven erhalten wird. Je zwei Curven der Kette, welche 
durch eine ungerade Zahl von Curven getrennt sind, sind collinear. Je 
zwei auf einander folgende Curven der Kette haben die Beziehung zu ein- 
ander, dass die zweimal berührenden Tangentialebenen der zweiten Schmie- 
gungsebenen der ersten sind. Durch eine andere collineare Transformation, 
welche ebenfalls durch R bestimmt ist, erhält man aus der ersten Kette 
eine zweite und durch wiederholte Anwendung eine Reihe solcher Ketten. 
Alle die sich ergebenden Curven haben mit R die Grundeigenschaft gemein. 
Die Flächen, auf welchen diese Curven liegen, oder diejenigen, welche von 
ihren Schmiegungsebenen eingehüllt werden, gehören zu dreien auf mehr- 
fache Weisen zu Flächenbündeln und Flächenschaaren. 

Es wird dann bewiesen, dass im Allgemeinen die abwickelbare Fläche 
der Tangenten von R nicht eine drei- oder mehrfache Curve besitzen kann. 
Ich bemerke noch, dass die Raumcurve vierter Ordnung zweiter Species 
eins der schönsten Beispiele bildet, an welchem diese Sätze veranschaulicht 
werden können. — 
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1. Die Ausgangscnrve Ä^, liege auf der Fläche zweiter Ordimng 
ßi und ihre SchmiegnngsebeDen mögen die Fläche zweiter Ordnung ß be- 
lühren. Der Ort der Berührungspunkte dieser Ebenen mit ß sei Rß, welche 
mit Rß^ die Grundeigenschaft gemein hat Rß und Rß^ sind reciprok und 
dadurch auch punktweise eindeutig auf einander bezogen. Die Verbindungs- 
geraden entsprechender Punkte sind die Tangenten von 7?^,, die Schnitt- 
punkte entsprechender Tangenten sind die Punkte von Rß, die Verbindungs- 
ebenen entsprechender Tangenten sind die Schmiegungsebenen von Rß^ und 
die Schnittlinien entsprechender Schmiegungsebenen sind die Tangenten von 
Rß. Entsprechende Secanten beider Curven treffen einander im Allgemeinen 
nicht. Liegen aber zwei Tangenten von Rß in einer Ebene, so schneiden 
sich die entsprechenden Tangenten von A^,, und wir finden, dass die einander 
entsprechenden Bertthrungssehnen der zweimal berührenden Tangentialebenen 
sich schneiden. Eine solche Sehne von Rß verbinde die Punkte A und B 
von Rß, die entsprechende Sehne von Rß^ enthalte die Punkte Ai und B^ 

von Rß^ ; es sei ferner P der Schnittpunkt der Geraden AB und AiB^. Die 

Gerade p, welche von P durch AAi und BB^ harmonisch getrennt ist, ist 
zu P conjugirt bezüglich der beiden Flächen ß und /9i, also auch conjugirt 
zu P in Bezug auf den durch ß und ß^ bestimmten Flächenbttschel. 

Bewegt sich die Gerade AB der Art, dass sie stets Berührungssehne 

einer Rß zweimal berührenden Ebene bleibt, so beschreiben AB und A^Bi 
je eine abwickelbare Fläche ; Tangentialebenen der zweiten sind die Ebenen 

(^ABAiBi). Da nun AB stets die abwickelbare Fläche der Geraden AiB^ 
in dem beweglichen Punkte P berührt, so schreitet P auf der Rückkehr- 

curve der abwickelbaren Fläche der Linien AB fort. Die Fläche des 
Büschels [jßßi], welche durch P geht, wird in P von der Ebene (Pp) oder 
(ABAiBi) berührt, und wir würden daraus schliessen, dass alle Flächen des 
Büschels, welche durch die Punkte P gelegt werden, den Ort der Punkte 
P berühren. Da nun die Flächen eines Büschels keine andere Curve als 
die Grundcurve des Büschels einhüllen und P dieser Curve nicht angehört, 
so folgt, dass eine Fläche a des Büschels [ßßi] den Ort der Punkte P, den 
wir hinfort mit Ä« bezeichnen, enthält. 

Bezüglich a sind die Geraden AB und AiB^ reciproke Polaren, weil 
A und Ai und ebenso B und B^ bezüglich des Büschels [ßßi] conjugirte 
Punkte sind. Die entsprechenden Berührungssehnen doppelt berührender 
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Ebenen der Curven Rß und Rß^ beschreiben in Bezug auf a reeiproke ab- 
wickelbare Flächen. Den Bertthrungssehnen zweimal berührender Ebenen 
von Rß^ entsprechen reciprok bezüglich ß die Tangenten der Doppelcurve 
der abwickelbaren Fläche von Rß. Diese Doppelcurve Ry liegt deshalb 
auf einer Fläche y, welche reciprok zu « bezüglich ß ist, und geht aus Ä« 
durch zwei Reciprocitäten zuerst bezüglich a, dann bezüglich ß hervor. Die 
Doppelcurve der Abwickelbaren von Ä^, liegt nun ebenfalls auf einer Fläche 
zweiter Ordnung /i und soll mit Ry^ bezeichnet werden. Ry und Ry^ sind 
reciprok bezüglich y. Ry, Ry^ und Rß haben nun dieselbe Beziehung zu 
einander wie Rß, Ä^, und Ä„, weshalb die Flächen y, y^ und ß in einem 
Büschel liegen. Ist fi«, zu R^ bezüglich a reciprok und liegt auf «j, so 
ergiebt sich durch analoge Betrachtungen, dass a^ a^ und ß^ sowie ßy ß^ 
yi etc. je einer Flächenschaar angehören. Alle hier gefundenen Curven 
besitzen die für Rß^ angenommene Grundeigenschaft 

Die Untersuchungen setzen voraus, dass Rß^ ein und nur ein System 
doppelt berührender Ebenen besitzt. Hat Rß mehrere solcher Systeme, wie 
das besonders dann eintritt, wenn Rß^ in Curven mit verschiedenen analytischen 
Gesetzen zerföUt, so ergeben sich auch mehrere Curven Ä« und Flächen a, 
welche aber demselben Büschel angehören. — 

2. Die coUineare Beziehung zwischen den Curven R^ und R^ ist 
hier in einer Form gegeben, wie sie Herr 0. Veronese seinen eingehenden 
Untersuchungen über lineare llaumtransformationen zu Grunde gelegt hat *)• 
Die Transformation stellt sich dar durch zwei auf einander folgende polar- 
reciproke Beziehungen. Sind die Flächen a und ß bekaimt, so ergeben 
sich durch die Beziehungen: 

Y reciprok « bezüglich ß, 

d • ß ' ry 

• • • 

• • • 

• • « 

T - O - Q, 

• • • 

• • • 

• • • 

eine Kette von Flächen: «, ß, J'.* <^^ *^ • • • P^ ^^ ^^ • • • J© zwei, welche durch 
eine ungerade Zahl anderer in dieser Kette getrennt sind, enthalten collineare 



*) Vgl. (7. Veronese, Sopra alcune notevoli configurazioni di punti, rette e piani, 
di conicho e di superficie di 2'' ordine (Atti deila Acc. Reale dei Lincei (3.) IV p. 132). 
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Raumcurven. Jede der Flächen enthält die (resp, eine) Doppeicurve der 
abwickelharen Fläche, welche von den Tangenten der vorhergehenden Curve 
gebildet wird. Durch wiederholte Anwendung der doppelten Reciprocität 
hinsichtlich zweier auf einander folgenden Flächen, welche wir mit (pa) 
bezeichnen wollen, gehen alle coUinearen Raumcurven in einander über, und 
man findet leicht, dass: 

(aß) = (ßy) = (yj) = ... = (pa)„., (aßf = (aßßSdB) = (ae) etc. 

Mit der oben genannten Kette von Flächen und Curven stehen noch 
andere in enger Beziehung, welche wir erhalten durch die Beziehungen: 

Ä^, reciprok zu R^ bezüglich p, 

Ä^, liegt dann auf einer Fläche zweiter Ordnung pi. 

R^^ reciprok zu R^^ bezüglich pi. 



R 



ep 



' R 



py— 1 



Qr^tl 



und es ergeben sich hierdurch die coUinearen Curven 



Rer^ ^ey+2» ^Py+4' 



• • •< 



mit den Transformationen: 

(««,) = («iCfa) = («203) = ...== («^.i«^) == (ßß,) = ... = (pp,) = ... = (p^«ip^); 

femer findet man : (pa) = (QyOy). 

Wir erhalten so vier im Allgemeinen zweifach unendlich grosse 
Gruppen von coUinearen Raumcurven, welche auf den Flächen folgender 
Gruppen liegen: 





«, 


7» 


e. 


... p. 


T, 


• • • 


.) 


«2» 

• • 


• • 


«2> 

• • 


... (>2, 

• • • • 


^2> 

• • 


• • • 
• • 


/ 


^2vy 

• ■ 


7iv> 

• • 


€2y, 

a • 


• • • P2K^ 

• • • • 




• a • 
• • 



COi.) 



a 



1) 



a 



3) 






'3J 



• • • 






3J 



*'2>'+l> y^r+U 'jy+lj • • • Qiv+li "^^f+U 





iß, 


<y. 


?, ... 


a, 


eil.) i 


A, 


(T2, 


627 • • • 


O2J 


N"^**/ 


A., 


<^2,., 


^2^^ 


^2ry 






^., 


bl> • • • 


01, 


(IV.V 


Ä, 


^3, 


£3) • • • 


03, 


v.-^ ' «y 


• • 


^2y+l7 

• • 


92y-\-l} • • • 
• • • • 


^2r+lj • • • 

• • • • 
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mehrere Systeme zweimal berührender Ebenen, oder die Fläche a besteht 
aus einem Ebenenpaare, welches sich in U schneidet In dem letzten Falle 
berührt jede Tangentialebene von a in einem Punkte von l/, sodass U mit 
A. zusammenfällt. Die abwickelbare Fläche der Geraden AB^ BC^ CA 
enthält U und ist eine Ebene. Es kann dann Rß^ keine Raumcurve sein. 

Fallen dagegen die Punkte A, B^ C zusammen in dem Punkte V, 
so hat die Fläche /9 in F drei nicht in einer Ebene liegende Tangenten. 
Dann besteht ß aus einer doppelt zählenden Ebene ju mit einem Kegelschnitte 
Ra oder Rß, welcher als mehrfache Curve auf der abwickelbaren Fläche 
der Tangenten von Rß^ liegt. Die Ebene (AiB^C^) ist Polarebene von V 
bezüglich ßi und umhüllt deshalb eine Kegelfläche, welche von den Ge- 
raden AiBi^ BiCi^ CiAi berührt wird. Diese Geraden umhüllen eine Raum- 
curve, welche der Kegelfläche angehört, und bilden eine abwickelbare 
Fläche mit der Doppelcurve Rß. 

4. Zum Schlüsse will ich für algebraische Raumcurven unter ge- 
wissen Einschränkungen folgenden Satz beweisen: „Liegt eine Raumcurve 
Rß^ auf einer Fläche zweiter Ordnung /3i, und umhüllt ein System ihrer 
doppelt berührenden Ebenen eine andere Fläche zweiter Ordnung a, so 
berühren die Schmiegungsebenen von Rß^ eine Fläche zweiter Ordnung /?, 
welche mit ßi und a einem Büschel angehört*'. — Es seien Ai und ßi zwei 
Punkte von /l^,, deren Tangenten sich in dem Punkte V treffen. Die Ebene 
(VAiB^) und die Gerade A^B^ mögen die Fläche a in dem Punkte P be- 
rühren. Die zu AiBi bezüglich a reciproke Polare schneide F^, in ^ und 

Fßi in B. Die Gerade AB beschreibt eine abwickelbare Fläche, deren 
Rückkehrkante Ä„ der Ort des Punktes P ist. Die Punkte A und B liegen 
auf einer Raumcurve, welche als Schnitt der abwickelbaren Fläche der 
Tangenten von Rß^ mit derjenigen der Tangenten von Ä« sich darstellt. Nun 
sind bezüglich des Büschels [«/?,] die Punkte A und ^i, sowie B und B^ 
conjugirte Punktpaare, und dem Punkte P ist diejenige Gerade conjugirt, 

welche von P durch VA und VB harmonisch getrennt ist. Es giebt daher 

eine Fläche ß des Büschels [«/?i], welche AA^ in A und gleichzeitig BBi 

in B berührt. Wird die Tangente BB^ von Rß^ noch von einer anderen 

Tangente CCi von Rß^ geschnitten und diese wieder von einer weiteren DD^ 
und so fort, und berühren die Ebenen (BB^CC^ und so fort die Fläche a, 
so folgt, dass alle diese Tangenten von Rß^ die Fläche ß berühren. 
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Int Dun ein ge^h^ßMcner Cyldsi lolelier Tangenten vorhanden, so 
da»ö eine der?^lben wieder mk AA^ iMunBeDftllt, dann mugs jeder Cyklus 
von einer dem Bfii^liel \^fS'^; MmfffMm mA ok FlSche ß berührt werden. Ist 
aber kein lieber CTkhtt Tvyitinihi m bertthren unendlich viele Tangenten 
von A^ die«^1b^ FlSdiie .^^ nkl mter dkr VoranBBetznng, dasB A^ algebralach 
Ut berfibr^Kf 4aMi alk lunpnrtfn ind damit auch alle Schmiegungsebenen 
Tiyn H^ ^ n^^ ;^ tt ätmi Ort der Punkte A, 

AjM^^im. in. lirü 1^$^. 
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Ueber gewisse Linien im Dreiecke. 

(Von Herrn Franke in Dessau.) 



Jjezeichnet man in dem Dreiecke, dessen Ecken in den Punkten 
(aj„y,), («2,^2)1 (^3,^3) liegen, 

mit m„ ffl2, ith die Mittelpunkte und 

mit A„ hi, hi die Höbenfasspnnkte 
in den Seiten a, b, c, ferner 

mit Ml den Durchschnittspunkt der Geraden (m^m^ und (A1A2), 

- M^ - 

- M, - 

- Nr - 

- N, - 

- N, - 
so erhält man: 

+ (a;„,-a:,J, +(y^-y^ 



(m^m^ ' 


• (A1A3), 


{fn2fn^ • 


■ (A2Ä3), 


(^1 A2) ■ 


■ (WI2A1), 


(fiii A3) - 


■ (W3Ä1), 


(^2 A3) 


- (fWaÄi), 



y(«.) 



ar 



(Ä.) 



^W) 



+ (a;A-ajO, +(y*,-yO 

+(a;„.,-a;A;), +(y«,-yO 

Bezeichnet man die Determinante 

Hu a?!, 1 
^2, iCa, 1 

ya, ajj, 1 
Journal för Mathematik Bd. XCIX. Heft 2. 



X 



(*,)• 



+ (a?*,. y*.- a;*,. y»,), + (y*, - yO 

+ (a?*,-icO, -(a?A,.y*.-aJA..yO 

+ (a?-, • yA, - a;». . ym,), + (y„, - yO 

+ (a?m, . y*. - a;*, . y J, + (y„. - y»,) 
+(a'«,-a?0, -(aJ,^-y*.-aJ*,.yJ 
+ ('p». - a;»,)» - (a^m, • y», - aJA, • y O 
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mit J, so findet man: 

(y^ — ya) • c^ = - •/. (a?i - ^^2), (o^A, ~ 0:3) . c^ = •/. (y , - ^2). 

Ist ferner P der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises und Q der 
Höhendurchschnittspunkt, so hat man 



y(p)-'=i 



^2 T 1^2? ^2i 
^3 + ^31 ^3? 



1 
1 
1 



X 



(p) 



.J=\ 



ViqyJ — — 



a?2 • ^3 r y-i • ^3? ^1? 

^1 • ^^3 1 y 1 • ^3? ^2? 
^i»^2"Tyi*y2» ^3? 



1 
1 
1 



X(Q)*J — 



\yx, x\+y\, 1 

^2, xl+yl, 1 

»3, a^3 + y3, 1 

yj, X2>x^+y2.yi^ 

yi^ a:i.a?3+yi.y3, 

y 3, Xi . X2 + yi . ^21 



Wählt man nun die Coordinaten der Art, dass: 

xx = 0, yi = 0, yi = ^3, 
so findet man leicht: 

woraus folgt, dass die Punkte 
und ebenso je die Punkte 

\X'i^ ^2)? 

in einer Geraden liegen. 

Wählt man ferner die Coordinaten der Art, dass: 



A/n 


M„ 


iVs 


i/„ 


M„ 


iV., 


M,, 


Ah, 


iV. 



X 



w 



= 0, y^u) = 0, yi = y3, 



1 
1 
1 



so erhält man: 

-C(.v,) iP(.v,) J^t.v,) «(/') 4F.(6' — c') ' 

woraus folgt, dass die fünf Punkte 

.V„ iV„ iV,, P, () 

in einer Geraden liegen. 

Bezeichnet man weiter mit h\^ ki^ A3 die Berührungspunkte der an- 
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geschriebenen Kreise in a, b, c, ferner 

mit Ri den Dnrchschnittspunkt der Geraden (mitiis) und (k^ki) 



A3 

«2 
S3 



(fWi *2) 
(Wi *3) 

(«12 *3) 



(*1*3) 
(*2*3) 

(Wl2*i) 

(W»3*l) 
(1113*2) 



- T den Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises, 

- U den Durchschnittspunkt der Linien (xi, y^ *i), (a?2, ^2 ^2)1 (^3? ^3 *3)t 
so findet man, wenn 2« = a + 6+c, 



., _ y.(^-fl)+y,(g-g) 
., _ yi(^-Q)+y»(*-&) 






a?t. = 



_ x,{s-'a)-\-x,{s—c) 



_ xXs-d)^-x^(s-h) 



Xh. = 



^(r) • «^ — i 



a?i+»?+o(6 + c), 0?!, 1 

a?2+y2+6(a+c), flP2, 1 
xl+yl+c(a+b), a?3, 1 



, a?(D««'--7 



a?2+y2 + 6(a+c), »2, 1 
a?3+»3+c(a+6), ^3, 1 



Vm-^ =»i(«-o) + y2(«— *)+y3(«-c)7 a?(f7).« = a:i(«— a)+a:2(Ä~6) + aJ3(«-c). 
Wählt man wiederum die Coordinaten der Art, dass 

^i = 0, yi = 0, y2 = »3, 
so findet man: 

^(Ä.) ^(Ä,) a:(s,) ' (ji-b)\{a+b-\-c)(a—b + c)(ji+h-c)---Aabc\ ' 

woraus folgt, dass die Punkte 

(^17^0? Äl? ^^7 ^3 

und ebenso je die Punkte 

(^27 y2), Äi, /?3, S2, 

(^31 y3)» Ä27 ^3? Si 

in einer Geraden liegen. 

Legt man ferner die Coordinaten so, dass 

^w = 0, y(CD = 0, ^2 = ^3, 
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Aus diesen Gleichungen lassen sich noch einige weitere von ähnlichem 
Charakter ableiten. Man vertausche in der Gleichung (1.) q mit — qr, wobei 
5^"* ^{(9) unverändert bleibt, während &^{q) in &^(ji) übergeht Verbindet 
man dann die neu entstehende Gleichung mit der früheren durch Addition 
und Subtraction, so erhält man: 

oder — mit Benutzung der Relation &l(q) = 'i^2(jf)f^z(jt) — 

(5.) 2-2'F(8iH-2)9" = q *»2(q)»y(q)»,(q'), 
(6.) 2-^F(8n+6)9- ^ 9"* ^2(9) ^,(9) »2 C?^. 

Indem man dasselbe Verfahren auf die Gleichung (2.) und die soeben er- 
haltenen Gleichungen (5.) und (6.) zur Anwendung bringt, findet man weiter: 

(7.) 4-rF( 8n+ 1)9^" = q'^ »2{q)»lW). 

(8.) 4-2'F( 8m- 5)9^- = q-^».{qWzW), 

(9.) 22:F(l&n+ 2)9^- = q-^»2(q)».(q')».(^q'% 

(10.) 2-2'F(16i»+10)9'- = q-^f>2(q)»,(qy%(q'), 

(11.) 2-2'F(16ii+ 6)flr^- = q'^»2(q)»2(f)»My 

(12.) 2-2'F(16n+14)flr'- = q-^»2(q)»2(q')»2(q'). 

Mit diesen Gleichungen stelle ich nun die folgenden ^-Relationen 
zusammen: 

(6.) 9u(g')».(q)»M = «-^^K«?). ^* " ^^^ 

Was die Relation (o.) angeht, so ist dieselbe nichts Anderes wie die 
Gleichung 

^.(?) '>o(70 = '%(.q)»^(q)Mq) = ^K?), 

nur dass 9 mit iq vertauscht ist Femer ergiebt sich die Relation (6.) so- 
fort aus (a.) vermöge der Gleichung 

r^ »2(iqy%(q') = ».(qy%(q). 
Um die letztere zu beweisen, multiplicire man die Relationen 

i-^^i(iq) = 2»,iq')9,(q') 
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mit einander und nehme von beiden Seiten der 80 entstehenden Gleichung 

die Quadratwurzel. 

Offenbar lassen sich nun mit Hülfe desselben Verfahrens, welches 

Sie in den Monatsberichten angewendet haben, aus den Gleichungen (1.) 

bis (12.) in Verbindung mit den Relationen (a.) und (b.) neue Classenzahl- 

relationen herleiten. So erhält man z. B., indem mau die Gleichung (2.) 

mit ^2(«V) inultiplicirt und sodann die Relation (a.) berücksichtigt, die 

Gleichung : 

4d,(f9*).-2'F(4ii + l).9-H = 9,(q).&[(iq^), 

aus welcher sich durch Vergleichung der Coefficienten in den Entwicklungen 
beider Seiten nach Potenzen von q unmittelbar eine Classenzahlrelation er- 
giebt. Um nun alle auf diese Weise aus der Zusammenstellung der Glei- 
chungen (1.)— (12.) mit (a.) und (6.) resultirenden Relationen bequem dar- 
stellen zu können, führe ich die folgenden Bezeichnungen ein. p]s soll 
die Summe 

mit S2i(rn) oder £li(m) oder 123(111) bezeichnet werden, je nachdem dieselbe 
erstreckt wird über alle positiven ungeraden Zahlen v^ welche in den ver- 
schiedenen Auflösungen durch ganze Zahlen v^ n der Gleichung 

m = v^-\-n^ oder iw = 1/^+ 2»^ oder m = 2v^+n^ 

vorkommen, wobei zwei Lösungen v^ n und v\ n' nur dann als identisch gelten, 

falls v = v\ n = vl ist; unter (-— — ) ist das Legendre ~ Jacobi^che Zeichen 
zu verstehen, so dass also 

~2 -1 ^-i 



(^) = (-1)^* 



ist. Die Analogie dieser zahlentheoretischen Functionen i2i(m), <^2(fn\ 
S2^(m) mit der von Ihnen in den Monatsberichten eingeführten Function 
S2 (m) tritt besonders deutlich hervor, wenn man die letztere durch die Summe 

definirt, die Summe erstreckt über die verschiedenen Lösungen der Gleichung 

Man findet nun auf dem angegebenen Wege die nachstehenden Re- 
lationen : 
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(2".) :S-(-l)*F(f7i-8Ä0 = \n,(2tn), »it=l(mod.4); 

(7*0 und (3'.) :s:{-rfF(tn-\.%k') = \^,(m), i» = 1 od. 3(mod.8); 

(5".) ^(-l)*F(»»-32&0 = -^1(2')' «»==2(raod.8); 

(\V.) -2-(-1)*F(»i-64äO = ^2,(2), »i==6(mod.l6); 



A«-l 



m-Ä' 



(2\) -r(-l) ^ f( ^'^ 2 ) = i A(m), m = 3 (mod.8); 



A'— 1 



(7^) -2'(-l) ' F(w-/0 = i^iC^O^ m- 2 (mod.8); 

(4".) :s:(-i) ' '^ ^t^^*^-^) = tV-^^^W» ^ = 1 (mod.8). 

lu diesen Formeln mllssen die Summationsbackstaben h und k alle 
ungeraden positiven, bez. alle positiven und negativen ganzen Zahlen durch- 
laufen, ftlr welche das Argument von F und E nicht negativ wird. Die 
Zahl in ist in jeder einzelnen Relation der beigesetzten Congruenzbedhigung 
zu unterwerfen. Endlich sind die Relationen nach ihrer Entstehungsweise 
numerirt, so dass (2\) aus der Zusammenstellung der Gleichungen (2.) und 
(6.) erhalten ist u. s. w. Die an sich möglichen Combinationen (9*.) und 
(10'.) sind bei Seite gelassen, da sie zu keinen neuen Resultaten führen. 

Königsberg i. Pr., Juni 1885. 
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Sur une expression noiivelle du moment mutuel de 

• deux complexes Unfaires. 

(Par M. Corrado Segre ä Turin.) 



-Cin repr^sentant par k et &' les param^tres (principaux) de deux com- 
plexes Unfaires c et c\ par x et x leurs axes et par J et (p \b, distance 
et l'angle de ces axes, M. Klein a nomm^ moment mutuel de c, c' Texpression 

(* + Ä') cos 9) — z/ sin 9) *), • 

et il a donn^ sans d^monstration le th^or^me qne ce moment est exprime, 
ä moins de certains facteurs, par Tinvariant simultan^ des deux complexes 
c, c\ ou en d'autres termes qu'il s'annule lorsque ceux-ci sont en Invo- 
lution. Cette expression a une grande importance, non seulement dans la 
g^om^trie metrique des complexes Unfaires, mais aussi dans la dynamique 
des Corps rigides. En effet M. Ball, qui dans sa Theory of Screws **) Ta 
consid^r^e sous le nom de coefßcienl mrtuel de c, c\ a prouv^ (ce que 
M. Klein avait d^jk entrevu) que le- travail d^velopp^ par une torsion 
(tttisl) d'amplitude infiniment petite y autour de c sur un corps solide soumis 
ä Taction d'un torseur (wrench) d'intensit^ y' süivant c est le produit de ce 
coefficient virtuel par yy, 

Or on peut donner au moment mutuel de c, c une forme plus simple 
en introduisaut la consid^ration de V angle die c, c' dans le sens de M. Cayley, 
en prenant pour absolu de l'espace de complexes Unfaires la vari^te qua- 



*) V. Die allgemeine lineare Transformation der Liniencoordinaten, Math. Ann. II, 
pag. 368. Au fait dans ce travail le terme J8\n(p est pr6c6d6 par le eigne -}-? mais 
cett^ diff^rence de signe n'est pas essentielle. On verra d'ailleurs par la suite pour- 
quoi je fai^ ce changcment et comroent on doit choisir les signes des diff^reutes 
quantit^s qui entrent dans cette expression pour qu'elle soit exacte. 

**) Dublin: Hodges, Foster & Co., 1876, v. pag. 13. 
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Comme pour rinvolution des deux complexes c, c' il faut qu'ils 
soieiit conjugu^s harmoniquement par rapport aux deux complexes sp^ciaux 
de leur faisceau, c'est-ä-dire que coscc' = 0, on tire de cette formule la 
condition d'iuvolution due ä M. Klein: 

Mais Oll peut aussi d^montrer cette condition de la maui^re encore plus 
simple qui suit. On voit tr^s facilement que si x, x sont deux droites 
quelconques, dont les conjugu^es par rapport k c soient y, ^\ et les con- 
jugu^es par rapport k c' soient Zy z\ Tinvolution de c, d est caract^ris^e 
par ce que si y et z se coupent, y et « se couperont aussi. Or si x^ x 
sont, comme auparavant, les axes de c, c, il arrive pr^cis^ment que y et z 
^tant des droites k Tinfini, se coupent; donc tintolulion de deux complexes 
lineaires c, d est caracferisee par ce qne les droites a, y correspondant aux 
axes Xy X de c, c relathement ä c , c, se coupent. Cette condition se tra- 
duit facilement en ^quation. La droite qui rencontre perpendiculairement 
cn Xy X les deux axes x, x\ rencontrera aussi perpendiculairement en deux 
points y, Z les deux droites y y Zy et ön aura 

Mais y y z sc rencontrent si F' et Z coincident, c'est-k-dire si 

ou bien, en mettant —J au lieu de X Xy en multipliant par tgy; et en faisant 
usage des relations pr^c^dentes, si 

* + Ä'-^tgy = 0. 

Donc celle-ci est la condition d'iuvolution de Cy c', et eile ^quivaut ^videmment 
k celle qu'il s'agissait de prouver*). 

*) J*ai expo8i6 cette d^monstration il y a trois aus i\ l'universitö de Turin, oü 
j'^tai» alors <^tudiant. 

Turin, le 15 mai 1885. 



173 



Beweis, dass der zweite Factor der Klassenanzahl für 
die aus den elften und dreizehnten Einheitswurzeln 

gebildeten Zahlen gleich Eins ist. 

(Von Herrn Paul Wolfskehl in Darnistadt.) 



JJer folgende Beweis beruht auf dem Lehrsatz: 

Ist a eine primitive l^^ Einheitswurzel (l Primzahl), und sind ^„, 
T/i, ... r},-i die e /"-gliedrigen Perioden, ist ferner /"(t/,,) ein idealer Thei- 
1er in der durch die tj constituirten Gattung, so kann man stets einen 
idealen Multiplicator 9>(^u) so bestimmen, dass /(^ii).y(^(i) der Hauptklasse 

angehört, während N y (i?o) < l^ bleibt. 

Beweis. Lässt man in dem Ausdruck 

die X die Werthe 0, 1, 2, ... *— 1 durchlaufen, so erhält man k' ver- 
schiedene Zahlen, und wenn man k so wählt, dass 

*'>N/*(r/o), 

so sind unter den k' Zahlen mindestens zwei einander modulo /*(?/„) congruent, 
weil die Anzahl der incongruenten Reste in der Gattung t] modulo /*(??„) 
gleich N/*(ryo) ist *). Ihre Differenz F(;r^^^ wird also die Eigenschaft haben, 
den Theiler /"(??„) zu enthalten, während^ die Coefficienten sämmtlich (absolut 
genommen)^ A—1 sind. Sei nun 
l) f gerade. — Ist 

h h,j 

80 wird 

Nun ist bekanntlich: 

folglich : 

*) IS. Herrn Kroneckers Festschrift, dieses Journal, Bd. 92 S. 63. 
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, 


^iF(f],)y-i2:xi-r(2:x,y. 


Also: 






(1.) 2:(F(r„)y < IZxt. 


2) f ungerade. — Ist 


nv.) 




80 wird 








Und weil hier: 








so erhält man 





>+t+v' 



-f F(//*)F(»;, ) = k^xl-n^x^y, 
also 

(2.) ^F(r],)F(r] )<X2:xi. 

Im Falle /* gerade, ist F(tjt) reell, also {F(;h)y positiv; im Falle 
f ungerade, ist F(ri^) F(ri, ) von der Form (o+6l^— l)(a-6»^— 1), also 

ebenfalls positiv. Wenden wir daher den Satz an, dass ein Product von 
n positiven Grössen nicht grösser ist als die n^^ Potenz des arithmetischen 
Mittels dieser n Grössen, so ergeben die Ungleichheiten (1.) und (2.) das 
fUr jedes f geltende Resultat: 

*' h 

Nun ist aber \xh\l-- k—l. also J^xi<^(k—\ye. Folglich: 

^F(ji)r<-V\k-\y. 
k war nur au die Ungleichheit kf^ ^f(jl\) geknüpft; wählt man es so, dass 

so wird 

Und weil 

NF(r/) = N/(ry„).Nv)(^„), 

so erhält man schliesslich: 

K 

N (p (;/„) <^. V ^ w. z. b. w. 

*A = 11. 
Der zweite Factor der Klassenanzahl für die aus den Einheitswurzeln 
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selbst gebildeten Zahlen ist gleich der Klassenanzahl der durch die zwei- 
gliedrigen Perioden constituirten Gattung. Nach dem eben bewiesenen Satze 
kann man aber für diese die Multiplicatoren so wählen, dass deren Norm 

kleiner wird als 11* = 401, ... Da sich aber in den Äew^cAfeschen Tafeln 
alle Zahlen unter 1000 in wirkliche Factoren zerlegt finden, so ist klar, dass 
in der Theorie der aus den zweigliedrigen Perioden gebildeten Zahlen ideale, 
d. h. nicht wirkliche Theiler nicht existiren können, dass also deren Klassen- 
anzahl gleich 1 ist. 



i. = 13. 

1. Wendet man den oben bewiesenen Lehrsatz auf die aus den 
Perioden der \Z^^^ Einheitswurzeln gebildeten Zahlen an, so zeigt sich, dass 
die Multiplicatoren für die aus den 3-, 4- und 6 - gliedrigen Perioden gebil- 
deten Zahlen so gewählt werden können, dass ihre Norm < lOüO wird: 
und da in den /{eu^cA/eschen Tafeln alle Primzahlen unter 1000 in wirkliche 
Factoren zerlegt sind, so folgt, dass die Klassenanzahl fllr die aus den 3-, 4- 
und 6 -gliedrigen Perioden gebildeten Zahlen gleich 1 ist, oder dass alle 
Primzahlen, welche (mod. 13) zu den Exponenten 3, 4 oder 6 gehören, 
wirkliche Primfactoren besitzen. Für die aus den 2 -gliedrigen Perioden 
gebildeten Zahlen ergiebt dagegen der obige Satz, dass ihre Multiplicatoren 
sich so wählen lassen, dass deren Norm ^ 13^ = 2197 wird. 

2. Von jetzt ab betrachten wir die aus den 2 -gliedrigen Perioden 

^n, Vi, ni^ ^3, n^^ Vs 

gebildeten Zahlen. Ist y(^n) ein idealer Multiplicator, der so gewählt ist, 
dass N(p(y/„) 5^^ 2197, so kann in N9)(ry„) höchstens eine Primzahl > 1000 
aufgehen. Und da alle Primzahlen unter 1000 wirkliche Factoren haben, 
diese also aus </5(»?n) wegbleiben können, so sieht man, dass es gestattet 
ist, für (/(^„) den Primfactor einer zwischen 1000 und 2197 gelegenen 
Primzahl zu wählen. Üa ferner nach 1. alle zu den Exponenten 3, 4 und 6 
gehörenden Primzahlen wirkliche Factoren haben, so kommen nur die zu 
den Exponenten 1 und 2 gehörenden 29 Primzahlen: 

1093, 1171, 1223, 1249, 1301, 1327, ... 2081 (zum Exponenten 1 

gehörig) 
1013, 1039, 1091, 1117, 1429, 1481, ... 2131 (zum Exponenten 2 

gehörig) 

in Betracht. Die Anzahl der idealen Multiplicatoren für die Zahlen in rj 

23* 



(A.) 
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ist also höchstens =6.29 und die Anzahl der Klassen dieser Zahlen daher 
<: 6.29 + 1 = 175. 

3u Sei 5' = N9)(7y„) eine zum F'.xponenten 1 oder 2 gehörende Prim- 
zahl, so soll jetzt bewiesen werden, dass, wenn y)(^n) nicht zur Hauptklasse 
gehört, dann alle sechs Theiler y'(r/„), ^(^/O, ... (fOls) zu sechs verschie- 
denen Klassen gehören. Aus einer Mittheilung des Herrn Kronecker *) 
folgt, dass der zweite Factor der Klassenanzahl der aus den Einheitswurzelu 
gebildeten Zahlen durch 2 oder 3 nicht theilbar sein kann, ohne dass gleich- 
zeitig der erste Factor durch 2 resj). 3 theilbar ist. Da dieser f^v X= 13 
gleich 1 ist, so kann also der zweite Factor oder die Klassenanzahl für die 
Zahlen in i? durch 2 oder 3 nicht theilbar sein. Ferner ist, wie in 1. ge- 
zeigt ist, die Klassenanzahl für die aus den 4- und 6-gliedrigen Perioden 
gebildeten Zahlen = 1, woraus folgt, dass 

V (^/o) . (f (^3) und (f (ry„) . </) (tj.,) . (p (1^4) 

der Hauptklasse angehören, da dies eben die I^rimtheiler von q in der 
Theorie der aus den 4- resp. 6-gliedrigen Perioden gebildeten Zahlen sind. 

Wäre nun 
V>M ^^ V(v0i 80 wäre ^(/yo) 00 (r(rj,) 00 yC^,) 00 9) (»73), 
also </)(^/„7 ^"^ V^(^n)y(%) zur Hauptklasse gehörig. 

Wäre y(i?„) 00 (p(ri.i), so wäre y(^.^) 00 ^(^0, 
also <^(^())' 00 ip(ji^^(f'(jl'i)^(jl^ der Hauptklasse angehörend. 

Wäre y)(ry„) 00 (f'(ji^, so wäre (/-(^..y 00 <r(jh)<p{ri^ eine Zahl der 
Hauptklasse. 

In allen Fällen müsste also die Klassenanzahl durch 2 oder 3 theil- 
bar sein, was nach Obigem unmöglich ist. 

Ist 5' = N(/)(/?n) und q =^(p\r]i^^ und hat man (p(r]^i) 00 (fXv^i)^ so 
sind auch die fünf anderen Factoren von q denjenigen von q' resp. äqui- 
valent. Um also Multiplicatcfren fllr alle Klassen und ftlr jede Klasse nur 
einen zu erhalten, liat man die Primzahlen (A.) in ihre Factoren zu zer- 
legen, diejenigen mit wirklichen Factoren wegzulassen, und von mehreren 
Primzahlen, welche äquivalente ideale Factoren haben, nur eine nach Be- 
lieben beizubehalten. Man hat dann in den Primfa<;toren der übrigbleibenden 
Primzahlen da» gesuchte Multiplicatorensystem. Hieraus geht hervor, dasts 
die Anzahl der idealen, d. h. nicht wirklichen, Klassen ein Vielfaches von 

*) Monatsber. d. Beri. Akad. Jahrg. 1870 S. 881. 
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6 ist; die Anzahl aller Klassen ist daber von der J^orm 611+I. Sie kann 
somit nach dem nnter 2. Gesagten nur eine der folgenden Zahlen sein: 



(J5.) 



(C.) 



1, 7, 13, 19, 25, 31, 37, 43, 49, 55, 61. 67, 73, 79, 85, 91, 97, 
il03, 109, 115, 121, 127, 133, 139, 145, 151, 157, 163, 169, 175. 

4. Um die Zahlen (Ä.)» ausser 1, auszusehliessen, suche ich zu 
zeigen, dass der zweite Factor der Klassenanzahl für die aus den Einheits- 
wurzeln gebildeten Zahlen nicht iheilbar ist durch die Primzahlen p == 

5, 7, 11, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97, 103, 109, 127, 
1 139, 151, 157, 163. 

Durch 13 kann der zweite Factor nicht theilbar sein, da es sonst 
auch der erste sein müsste. — Ich benutze ein von Herrn Kummer*) an- 
gegebenes, nothwendiges (nicht hinreichendes) Kriterium, wonach, wenn der 
zweite Factor der Klassenanzahl durch eine gegebene Primzahl p theilbar 
sein soll, eine bestimmte Zahl V(tD) einen idealen Theiler von p enthalten 
muss, für irgend eine primitive oder nicht primitive Wurzel w der Gleichung 

A-l 

w ^ = 1, in unserem Falle also ir*^ = 1. Ist dies aber für eine nicht pri- 
mitive Wurzel der Fall, also für eine Wurzel der Gleichung ir^ = 1 oder 
w^ = 1, so zeigt Herr Kummer am selben Orte, dass dann die Einheit, deren 
p^^ Potenz erst sich als Product von Potenzen der Kreistheilungseinheiten 
darstellen lässt, nur die Perioden von sechs resp. vier Gliedern enthal- 
ten kann. Wenn also in diesem Falle die Klassenanzahl für die 2-gliedri- 
gen Perioden durch p theilbar wäre, so müssten auch schon die Klassen- 
anzahlen für die 6- resp. 4-gliedrigen Perioden durch p theilbar sein, von 
denen wir jedoch schon oben gesehen haben, dass sie gleich 1 sind. Den 
Fall nicht primitiver Wurzeln haben wir daher gar nicht nöthig näher zu 
untersuchen. 

5. Prüft mau jetzt die Primzahlen (C.) in der angegebenen Weise, 
wobei die Rechnungen sich durch verschiedene Kunstgriffe sehr vereinfachen 
hissen, so findet man, dass die nothw endige Bedingung für das Aufgehen 
von p im zweiten Factor der Klassenanzahl nur erfüllt ist für p = 151; in 
diesem Falle ist nämlich, wenn p^ = 1, also f r = -p, 

V{-q) = 70p-277p-' = (5-9p)(5 + 28(*), 



*) iMonatsber. der Berl. Akad. Jahrg. 1870 S. 876. 
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während 

151 = (5-9e)(5-9e0. 

Hiernach bleibt es zweifelhaft, ob die Klassenanzahl = 1 oder =151 
ist. Im letzteren Falle aber miisste es 150 ideale Multiplicatoreu geben, 
es mtissten also von den 29 Primzahlen (A.) mindestens 25 ideale, d. h. 
nicht wirkliche Factorcn besitzen. Um zu zeigen, dass letzteres nicht der 
Fall ist, habe ich fünf von jenen 29 Primzahlen in wirkliche Factoren 
zerlegt, nämlich: 

1093 = N(l-«^''-a" + «*" + «^0. 

1171 = N(l + aH«'~0, 

1223 = N(l + « +«*• + «' ~-«^"-«»^:f.«»0. 

1301 == N(l-«Ha*+a^' + a'-«»" + «»^), 

1327 = N(l + «^-a^' + aO- 
Sonach kann die Klassenanzahl nur = 1 sein. 

Darmstadt, 1885. 
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lieber Minimalflächen, welche durch elliptische 

Integrale darstellbar sind. 

(Von Herrn von Lilienthal in Bonn.) 



Im Folgenden sollen zwei Schaaren von Minimalfläehen aufgestellt 
werden, auf die im Wesentlichen im 93. Bande dieses Journals Seite 249 
hingewiesen ist. Nennt man die Functionen l/, V, W, deren reelle Theile die 
Ooordinaten der betrachteten Minimalflächen darstellen, erzeugende "Func- 
tionen, so enthalten dieselben bei der ersten Schaar elliptische Integrale 
nur von der dritten und ersten Art, bei der zweiten Schaar solche nur von 
der zweiten und ersten Art. Bei geeigneter Beschränkung ergeben sich 
unsere Minimalflächen als zu jenen gehörig, welche entweder selbst oder 
auf ihren Ossian- Bonnel^chen Biegungsflächen eine ebene Curve als geo- 
dätische Linie besitzen. 

Die Art der Untersuchung ist diese. Bezeichnet man durch X, K, Z 
die Ableitungen von f/, F, W, so sind £/, V, W bekanntlich stets erzeu- 
gende Functionen von Minimalflächen, wenn die Gleichung 

x'+r+p = 

besteht. 

Da X, y, Z elliptische Functionen sind, so ist es zum Bestehen dieser 
Gleichung nothwendig und hinreichend, dass in keiner der Entwickelungen 
des Ausdrucks X^+V^+P flir die Umgebungen der Unendlichkeitsstellen 
negative Potenzen der Entwickelungsgrösse und constante Glieder auftreten. 
Wenn man daher die Coefficienten jener negativen Potenzen und das con- 
stante Glied einer Etitwickelung gleich Null setzt, so erhält man die noth- 
wendigen und hinreichenden BedinguugsgleichuRgen des Problems. 

I. 
In den erzeugenden Functionen der Minimalflächen treten ausser ellip- 
tischen Functionen nur elliptische Integrale der ersten und dritten Art auf. 
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Ks sei: 

«1 = Ol, Oa = «1 — (o\ Oa = «1 — CO, 04 = «1 — Cü — *a>', 

(wo 2ü; und 2cü' die primitiven Perioden von pu bezeichnen), sowie: 

Hier sind die Grössen l sowie Oi von u unabhängig. 
Wir setzen dann: 

X — Ai%(u-ai)-\-Aif2(u—a-i)-^A3tff3(u-a3)+Atyft(u—a^)+L, 
Y = BitiJi(u—at)+B.itf>.i(u—a2)+B3if',(u-ai)+Bitp^(u-at) + M, 
Z = Ciyjt(u-ai)+Citp.i(u-ai)-{-Ciif>3(u-a3)+C^%(n—a^)+N. 

Damit X, Y, Z elliptische Functionen sind, mlissen zunächst die drei 

Gleichungen bestehen: 

Ai + A2-\-A3-\- A, = 2A = 0, 

C.+ C,+ C,+ C,= -SC = 0. 

Stellen wir nun die Entwickelungen von A'nach Potenzen von a— «i, 
u—d^i, u—ßi und u—a^ auf. Dabei beschränken wir uns auf diejenigen 
Glieder der Entwickelungen, welche auf die Bedingungsgleichnngeu . des 
Problems von Einfluss sind. 

Es wird in der Umgebung der Stelle u = ai: 

Y - aS -(2''.)-'^f--'^ (2i>,-2)!AV^>.-^) -2X\ \_ ) 

^ - ^i| („-0,/".+» (m-o,)^"'-» '■■ (M-a,)' «-«,'■■( 

-A,ri'-A,n-A,(ii+n') + l 

+(^v4'x<»o+^iV';'X'»)+Av'r(«'+«'0)--i'f^- 

+ {A, ip?"'-'^ («.') + A3 V'f-'"-'> (w)+A, vr • -" («' + c»')) -(^i^i^- 

+ {A,tp^'''>'Kiv')+A3fr'''\i») + AM'''^'K'»+io'))^^^^^^^^ 
In der Umgebung dfcr Stelle « = o, wird: 

Y - A I -(2''»)!i5'r'^ _ (2^-2)! Af^ü. __?.^'. 1_4. | 

'^ ~ ^n '(u-a,y^'^' ' " (M-a,)-'«^'-' ■ (m— a,)' «-o, "^ < 

+ j^, v^;(c«') + A3 v;(c«+ cü')+ ^4vi("')l («- «0 
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+ \A, V';"(«'')+ /I3 ^'ao> + a>') 4- A^xf,': («,)! ^?^=f^ 

In der Umgebung der Stelle u = fh wird: 

V _ i t -(«Oüi-^«;.-') (Zv-a)!^»^--^) __2^__ _L_ . 

+ ^, r/ - ^ (V- »/) - A»7'+ L 

+ 1^, tp[(ui) + A.ir^'^(io + u)')+A:^ip[((o')\(u—ai) 

+ M, v';"(«')+-4.v;"(«'+'»')+^*^:"("'')i ^-^f^ 



• 



.-.)A,.'M ("n^,)^':-' 



Endlich hat man in der Umgebung der Stelle ?/ = 0+: 

+ A,(ri+ri) + A,tj+AW+I^ 

+'\ Ai xf>[(u} + u)') + Ai%lij.{ui) + Ai xfj'iioi')] (« - o^) 

-h M, vi-'"-" ^(«> + 1«') + A, vf '<- V) + ^3 V'r-'-'' (w')! -(^^^'Jy' 

Hieraus erhält man die analogen Kntwickclungen für Y und Z, wenn man 
statt A und /> setzt B und ^f, resp. C und N. 

Wenn wir jetzt die Abkürzung einführen : 

A..A,+ bJb^+C^C, = (A^A^). 

so können* wir die Bedingungen dattlr, dass der Ausdruck X'+Y'+Z' con- 
stant ist, in folgende Form setzen: 
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(1.) Al^Bt+Ci = 



(■ = 1, >. S. *). 



(2. 



OVj 



a. 



) 



(5.) 



(6.) 



(A,A,jri-\-(A^A^)(Ti-r;)-{AiA:)ri-^A.,L-\B^M\C^ti = 0, 
t:^,><,)r; + (^^,)(r/-r/)-(^,^,)r/+^L+ß,ili/+CiiV = 0, 

(.4,/l,)V';(a/)+(^,^,)y';(o,)+(^,^,)V/;(«» + a>') = O, 

(/i,^,)i/';"(«'')+(^.^X(«')+(^,A)vr(co+ö'') = 0, 



(A, ^.)'M"'-"(w')+(^. ^j) vr'-"(«')+(^,^)v^4"''-*'(«>+"'') = 0. 

(.4,^,)v';"(<'^')+(^M,)v'"'(t«+tü')+(^2A)v';"(t») = 0, 

(^^,)v'.(«')+(^^.)vX«'+«'')+(-43^)vl(ö'') = 0, 

(^,^.)v;"(«')+(^^.)vr(ö'+ai')+(^A)v';"("'') = o; 

(^3^.)vr'''-"(«')+(^^2)vf'''''>+«'')+(^^*)Vf'''-''(«'') = 0. 

(/l,^.)V''.(«'+o'')+(^«^2)vi(«')+(^^j)V^i(ö'') = 0, 

(^,^.)v;"(«'+«'')+(^4^;)y';"(«')+(^^)v;"(«'') = o, 



Aus den Crleichniigen : 

^>1 = 0, ^ß = 0, -SC = 
ergiebt sich mit Hülfe der Gleichungen (1.): 

(^,^) + (^,^) + (^^4) = 0, 

sodass die Relationen bestehen: 

{A.A.:) = {A, A:), {A,A,) = (^3^4,), {A^A^) = {A, ^0- 
Die Summe der Gleichungen (2.) verschwindet jetzt identisch. Man 
kann daher das System (2.) ersetzen durch das folgende: 

{A,A,)ri^{A,A;)r;^A,L^B,M^C,N = 0, 
(7.) , (^,^);?-(^.^3)r/ + ^L+ß,ilf+C,.V =0, . * 
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Endlich haben wir noch die Bedingung dafür aufzustellen, dass die 
Constante in den Entwickelungen des Ausdrucks X^+Y^+Z^ verschwindet 
Benutzen wir hierzu die Entwickelung nach Potenzen von (ti— «i), so er- 
halten wir die Gleichung: 

welche sich in Folge der vorigen Relationen auf diese reducirt: 



(8.) 



Die Gleichungen (3.), . . . (8.) bilden in Verbindung mit den Relationen 

Al + Bl+a = 0, (a==l,2,3,4), 

das vollständige System der Bedingungsgleichungen unseres Problems. Es 
bestehen daher J^i+i^2+^3+n+ll Relationen zwischen J^i+t^2+^3+n+lo 
Unbekannten, sodass im Allgemeinen ausser der einen von vornherein be- 
liebigen. Constanten, durch welche mau X^ Y, Z dividiren darf, drei Con- 
stante und der Modul der elliptischen Functionen X^ Y^ Z unbestimmt bleiben. 

Wenden wir uns nun zu einer speciellen Voraussetzung in Betreff 
der Grössen A, B, C, welche es bewirkt, dass die 'Bedingungsgleichungen des 
Problems mit Ausnahme einer einzigen linear werden. 

Wir setzen: 



Bi = r, Bi = — ßi, B^ = ßi, i?4 = — ßi7 

Ci = «, C2 =■ Cj, 63 = -^ Cj, C4 = Gl, 

woraus folgt: 

Die Bedingungsgleichungen (7.) werden jetzt: 
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Setzt man nan: 
so lassen sich die Bedingungsgleichungeii so schreiben: 

- + l'(r^n"+n[')Wn+7i, = 0, 

Dies sind v+l Gleichungen zwischen den v Grössen ü und der 
Grösse t'\ welche letztere durch die Bedingung: 

^^^c^rv2)^„Ciy+n T:'n^''^ + n["''> ... T*;iW + ;j{*> 7-71" + ^;' 



= 



I ^2^(404.7,(40 ^^„(4, -0^^,4,-2) __ ^2^(2rKi) + ;,(iMO ^2^(M + y,pO 

bestimmt wird. Nimmt mau w reell, w' rein imaginär, so werden die 
Grössen l reell, sobald t^ reell ist. 
Für y = erhält man: 



KUr 1' = 1 : 



t' = *? "• = ;.•. 
«■-«3 



t'^ = x' (2x' - ?,7i' + 2) ± X- r(2x* - 3;f •' + 2)^ + 1 ~-x\ 

II- 

Betrachten wir jetzt Minimalflächen, bei welchen in den erzeugenden 

Functionen elliptische Integrale nur von der ersten und zweiten Art auftreten. 

Wir setzen wieder: 

a, = o„ O2 = o,— cü', 03 = o,— CO, O4 = o,— (o — to', 
sowie 

• • • + ^1 ^"(« - o«) + Ji? (« - a„). 
Ks sei nun; 

y ^ ß, v, (« - o,) + B2 Vi (« - «-.) + ^3 v'3 (« - oj) 4 z?^ v'4 (" - 04) 4- 3^ 

Z = C, i/'i (« - a 1) + C. i/'i (tf - o-i) + Cj V'j (m - 03) + C4 V4 (« - 04) + N. 
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Wir stellen nun die Entwickelangen von X für die Umgebangen 
der vier Uncndlicjhkeitsstellen auf, wobei wir uns auf die Glieder be- 
sührttnkcn, welche auf die Bedingungsgleichungen von Einflnss sind. 

Man hat in der Umgebung der Stelle » = a, : 

+ A■^^p.l(u»')-\-AJyfJ(a>)+A^^ft^(u) + w') + L 

+M.v"(«'')+^K(«')+^*vi'(«>+«>')l-"-7r- 

+ 

In der Umgebung der Stelle u = ai wird: 

^ - "^M" (ü~a'j'''+''"^~ (u-aj"' "^•""f" (m-o,)' "•■(«- a,)*"^' 
+ ^ , Vi («'') 4- Ai V'3 («> + «>') + ^4 ViCt«) + L 

+ • •• 

In der Umgebung der Stelle « = «3 ist: 

« 

+ ^ , V, (ctf) + ^., V2 (w + w') + A V4 («>')+ ^ 

+ 

Endlich ergiebt sich in der Umgebung der Stelle u = a«: 
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X - A | (2^+<)!^l^'-'-'> I (2^-<) !A(^'-.-3) , 31K , < , 

+ ^ , 1^, (co + o)') + ^2 V2 (w) + i^j i^j (to') + L 



+ 



+i^.vr">(to+t«')+^2V'f'''X"')+^vr"X"'')i^'i^' 



+ 1 ^, v^^-+^)(£o + o)') 4- ^2 v^f'-^'^Cw) + A V^?''*'\co')\ 



p->+w».'mC»-«J--^V... 



+ 



(2v,+2)! 

Hieraus ergeben sich die entsprechenden Entwickelungen von Y und Z, 
wenn die Grössen ^ und L mit ß und M, resp. C und JV vertauscht werden. 
Stellt man nun die Bedingungen dafür auf, dass der Ausdruck 
X'+Y'^+Z' constant ist, so erhält man die Gleichungen: 

(1.) Al+Bi+Cl = (a=..2.3,4). 



(2.) 



(3.) 



(A2A0tp,(co')+(A,A,)y^,(p)-\-w')+(A,A,)tp,(oS)+A,L+B,M-\-C^N 
(A3A0%(co)-\-(A,A,)f,(co+co') + (A3A,)if;,((o')+A,L+B,M+C,N 
{A,AOv,(co+co')+(A,A,)f,(oj)+(A,A,)tp,((o')+A,L+B,M-\-C,N 

(A,A,)^!:((o')+(A^A,)yj','(io)-^(A^A,)y^':(w+(o') = 0, 



= 0, 
= 0, 
= 0, 
= 0. 



(4.) 



l {A, A^)^p^'■'\w')^ {A,A,)^r^\o>)^{A,A,)xpr\m^-w') 

iA,A,)xt^';{w')-{-{A,A,)xp';(w-^(a')^{A,A,)y^':(o>) 
iA,A,)^|^^\w')^{A,A,)^p^\u,-\■wy\■ {A,A,)xt><t\w) 



= 0. 

= 0, 
= 0, 



(5.) 



(^3 A ,) V/i' (co) + (^3 ^.) V2' (CO + co') + (^3 A,) xp': (oj') 
(A,A,)ipr(oj) + (A,A,)tpl*\(o+co') + (A,A,)tf>i*\co') 



= 0. 

= 0, 
= 0, 



(6.) 



(A,AO ipi^^Xco) + (A, A,) V'f •"'(ft> + co') + (A, A,) < "-> (o/) 

(A,A,)^''^ (oj + co') + (A,A,) xf>': {oS)+(^A,A,)xt>';(w') 
{A,A^)^'f\co+(o') + (A,A,)xt>^\m)^-{A,A,)xijf\w') 



= 0. 

= 0, 
= 0, 



\iA,AOyA"''Xco+co') + (A,A,)if>^'"\<o)+(A,A,)^i"''>(co') = 0. 



• ' ((A,A.)iir''''Ooji(A,AOir\''*''(oj)+{A,A,)ifi'^^''\w = 0. 
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\\U^\m kommt AU'. \Wil\unutm, daMM aoch die Constante in den Ent- 
^h»kMliiM(jon <l<^4 AtiPKlrtU'kii X' \ Y' \ Z' venK^hwindeL Benutzen wir die 
l'.MtwIrkitMht/ lllr dli*. (Iiri(;«'htifi(; Avx Htelle « = a„ so liefert dies: 

Wir rrlialrrji hImi im (lan/eii >'i + i'/ + Vj + i'4 + 9 Gleichungen zwischen 

»^ I ''i I *% I !'♦ I !*'> Ilfihckannten, HodaHH au88er dem Mocinl sechs Coef- 

* 

Holonloh in den Fiinctiruicn X, Y^ Z im Allgemeinen beliebig bleiben. 

Kraben wir Jetzt, in welchem Fall auf den in Uede stehenden Flächen 
•eine Schnur algebraihcher (Kurven liegt. 

Nennt num die erzeugenden Functionen f/, F, W, so kann man den- 
Helben folgende Form geben: 

IJ .- ^(A, + A, + A, + A,)'^^(u)+Lu+F,(pu,pu\ 

W - - (C, + C, + C, -f 6\) ^j (fi) + Nu -h F3(^//, p'u), 

wo F,, F., Fj rationale Functionen bezeichnen. Damit nun auf der zu 
l\ ) y W gehörenden Mininialtiäehe eine Schaar algebraischer Curven liegt, 

mllssen die Coeffieienten von u und (u) in U^ F, W gleichzeitig reell oder 

rein imaginär sein. (S. //. A, Schwarz: Ueber einige nicht algebraische 

Minimaltläehen, welche eine Schaar algebraischer (Jurven enthalten. Dieses 

Journal Bd 87, S. 159). Da die beiden Fälle, in denen diese Coetiicienten 

reell oder imaginär sind, keine wesentlichen Verschiedenheiten darbieten, so 

betrachten wir nur den letzten Fall und setzen unter Ay B^ /?, A\ ß'., C reelle 

Grössen verstehend: 

^, + ^2+ -^3+^4 ~ A'iy L = Aiy 

B, ^- B, + B,+ B,= B'i, M - Bi, 

C, + C,+ C,+ C, = C'i, A^ = Ct. 

Nimmt man nun: 

A^ ^^ -^ I Ai — Ai -f A ty 

B, = -B,-B,-B,\B'i, 
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und zerlegt die drei ersten der Gleichungen (2.) in ihre reellen und ima- 
ginären Bestandtheile, so entstehen sechs Kehitioneu, welche in Bezug auf 
die Grössen A, B, C, A\ B\ C linear sind, welche somit die reelle Bestimmung 
dieser Grössen gestatten. Dann bleiben noch ri+v^+Vs+v^+G Relationen 
zwischen J'i + 1^2+ ^3+^4+ 9 Unbekannten. 

Folgende specielle Voraussetzung über die Grössen ^„ ß„ C^, ... 
bewirkt, dass die Bedingungsgleichungen mit Ausnahme einer einzigen 
linear werden. Wir nehmen: 

und setzen: 

Z ^ <JV'(«— ö,)-i/'(w-a-,) + i//(?/-a3)-V'(w-a4)!. 

Die Gleichungen (2.) gehen jetzt in die eine über: 



somit wird: 

L = --!_-;rXi/'G'.)+v'(r.y))-v'(a>+^y)-v<^:>')|. 

Die Grössen l sowie t* bestimmen sich jetzt aus folgenden Glei- 
chungen: 

7'^|./;('-»(r,y) + .M-')(w);-V'<"'(w')-V^^-'''(w+w') = 0, 

Im einfachsten Fall erhält man: 

Auch hier werden die Grössen k^ wenn man oj reell, m rein ima- 
ginär annimmt, reell, sobald r^ reell ist. Alsdann liegt jedesmal auf der 
Fläche eine Schaar algebraischer Curven. Es werden nämlich V= fvdu 
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' ^ff-, 



y ^^ • ...t 



t ^ ■■ . ^ _ 



-**f 



Xitm Titr >m eiUpnacliea In- 
•^-rSrwnr^n ^ctPtHixeiDj^ reell oder 



" ->.-*■ r -^ • fi 



.•*<. 



p^n .tnacmSr ibc 



-"Tt;*««^ I- '^'tliiir 'leliebiÄ. Wenn 



A*"/* .,• 



— >• . 



-■-'••' 



..v -* '. ? 0^ ri," .i-*- 



" .!> 



r 

•*' •^- --^r**»r=^*«#^rmt^ 7'i«^hi*n -tnnretier ebene 
Ti^ti*^. fw--»,ar^ r, T. Z werden Inri »ier ersten 
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lo*'' }• 

Um nun obige Behauptung zu erhärten, bedienen wir uns einer 
Schlussweise, die in der Abhandlung auseinandergesetzt ist: „Allgemeine 
Eigenschaften von Flächen, deren Coordinaten sich durch die reellen Theile 
dreier analytischer Functionen enier complexen Veränderlichen darstellen 
lassen." (Dieses Journal Bd. 98, Seite 141, 142.) 

Es wird, wenn man u=p-\^qi setzt: 

U V 

für flr = 0: — -^ reell, -- rein imaginär, W reell; 

U V 

fUrp = 0: rein imaginär, — reell, W reell. 

Ist nun 1) T^ < 0, so wird : 

für q = 0: U reell, V reell, W reell; 

für /> = 0: U rein imaginär, V rein imaginär, W reell. 

Die Fläche besitzt jetzt als Curve p = eine gerade Asymptoten- 
linie, welche in der Z-Axe liegt. 

Auf der verwandten Fläche (Ossian-BonnetBchen Biegungsfläche) 
wird die Curve qr = durch den Coordinatenanfangspunkt vertreten, die 
Curve />•= ist die Schnittlinie der Fläche mit der ary- Ebene, welcher 
Schnitt die Bedeutung einer geodätischen Linie besitzt. 

Ist 2) 0<t2<1, so wird: 

für q = 0: U reell, Y rein imaginär, W reell; 

fUr /> = 0: U rein imaginär, V reell, W reell. 

Die Fläche wird jetzt sowohl von der xz- wie von der ya- Ebene 
in einer geodätischen Linie geschnitten. Die verwandte Fläche besitzt 
sowohl in der Y- wie in der ^-Axe eine gerade Asymptotenlinie. 
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Ist 3) r^> 1, 80 wird: 
flir qr = 0: U rein imaginär, V rein imaginär, W reell; 
für p = 0: V reell, V reell, W reell. 

Die Fläche besitzt jetzt in der Z-Axe eine gerade Asymptotenlinie. 
Auf der verwandten Fläche ist die Curve qr =, die Schnittlinie der 
(Tj^-Kbene mit der Fläche, welcher Schnitt die Bedeutung einer geodätischen 
Linie besitzt; die Curve ;? ~ wird durch den Coordinatenanfangspunkt 
vertreten. 

6) Die zu betrachtenden Functionen X, Y, Z werden bei der zweiten 
Fläch enschaar: 

nv'C"- 2 - ~i ;-v'C«-y + 2- } 

-V<«+-2— ■2;+V<«+2-+-2-)l' 
+ H«+-2--2-;-V<«+2-+2)l' 



y = 



wo 



^ = -i-_-J^Xv'("')+v<"0)-V'(«' + «>')-v(«'')l- 

Nimmt man nun: 

SO kann man die erzeugenden Functionen unserer Flächen, abgesehen von 
additiven Constanten, in folgende Form setzen: 

[J = ]^1-T ,7^11- -^-^)^y^^ .^ + ^^ ; + /(./+ .^ ^.^_J+;,(^,,4-_ + ^ ^ 

a' / w w'\ aV w , ci/\ & f lo io'\ o' / , w , a)'\ , rr \ 
F= tJ/(«-|-J)-;.(m-|-+|-)-;.(«+'|— !-)+;.(«+ |- + -|-) 
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w = 



.( / 10 (0'\ ( W , w'N , / , CO w'\ / , w , w'\ 






a 



Es wird daher: 

V V 

ftlr q — 0: _ ^ reell, — rein imaginär, W reell; 



für p = 0: 



U 



V 



•i- 



rein imaginär, — reell, W reell. 



Ist nun 1) T-<;;0, 80 wird: 

für q = 0: U reell, V reell, W reell; 

für p = 0: 1/ rein imaginär, V rein imaginär, W reell. 

Die Fläche besitzt eine gerade Asymptotenlinie in der Z-Axe. Die 
Curven p = const. sind algebraisch. 

Auf der verwandten Fläche schneidet die xy-Ebene eine geodätische 
Linie aus; die Curve qf = wird durch den Coordinatenanfangspunkt vertreten. 
Hier sind die Curven q = const. algebraisch. 

Ist 2) 0<t'< i; so wird: 

tiir q = 0: U reell, V rein imaginär, W reell ; 
für /? = 0: U rein imaginär, V reell, W reell. 

Die Fläche wird sowohl von der a?«-, wie von der y^s-Ebene in einer 
geodätischen Linie geschnitten, die Schaar der Curven p = const. ist algebraisch. 

Die verwandte Fläche besitzt sowohl in der Y- wie in der JV-Axe 
eine gerade Asyniptotenlinie. Auf ihr ist die Schaar der Curven q = const. 
algebraisch. 

Ist endlich 3) t^>1, so wird: 

t\ir q = 0: U rein imaginär, V rein imaginär, W reell; 
für p = 0: U reell, V reell, W reell. 

Die Fläche besitzt in der Z-Axe eine gerade Asymptotenlinie. Die 
Schaar der Cttrven q = const. ist algebraisch. 

Die verwandte Fläche wird von der xy-Ebene in einer geodätischen 
Linie geschnitten. Auf ihr ist die Schaar der Curven p = const. algebraisch, 
und der Coordinatenanfangspunkt vertritt die Curve /? = 0. 

Die erzeugenden Functionen der dnfachsten hierher gehörenden 
Fläche kann man so darstellen: 



V = 
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11 - < . J PL (u-~- '"'-')+ "' (u- - + -~^ 

+ V("+I — |-)+t(«+ 2 +|-)-^^3«'l' 

7e;_l;rT(«--2-^)+a-C«-T+T; 

— aC«+ 2-— 2-;+ „(«+ 2-+ir>)-2'yj> 

+ 7A«+ 2 — 2-)-tC«+-2-+ 2-)r 
Auf (lieber Fläche bat die Ellipse, deren Gleichung: 



z' 



ist, die Bedeutung einer geodätischen Linie. 

Die Fläche ist also identisch mit derjenigen, welche Herr Schwärs 
dieses Journal 13d. 80 S. 309 angeführt, und Jlerr Henneberg in seiner 
Dissertation: „Ueber solche Minimalflächen, welche eine vorgeschriebene 
ebene Curve zur geodätischen Linie haben'', näher untersucht hat, 

Bonn, im Juni 1884. 
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lieber diejenigen Flächen zweiten Grades, welche 
durch gleichwinkelige reciproke Strahlenbündel 

erzeugt werden. 

(Von Herrn A. Schoenflies in Göttingen.) 



Während die besondere Natur der ebenen Curven zweiten Grades, 
welche von gleichen Strahlenbüscheln oder Punktreihen gebildet werden, 
bereits lange bekannt ist, hat man sich der Untersuchung der analogen 
räumlichen Probleme — abgesehen von dem einfachen Fall gleicher Punkt- 
reihen — erst in neuerer Zeit zugewandt. Herr Fiedler hat zuerst nach- 
gewiesen, dass zwei gleichwinkelige S^benenbllschel dasjenige besondere 
Hyperboloid liefern, dessen Kreisschnitte auf je einer seiner P^rzeugenden 
senkrecht stehen, und das man jetzt nach dem Vorschlag des Herrn Schroeter 
orthogonales Hyperboloid zu nennen pflegt. Andere derartige Probleme räum- 
licher Natur sind jedoch, soweit mir bekannt, bisher nicht behandelt worden. 
Ich habe mir daher die Aufgabe gestellt, diejenigen speciellen Flächen 
zweiten Grades zu suchen, welche durch gleichwinkelige reciproke Strahlen- 
bUndel gebildet werden. Das Ergebniss der Untersuchung sind Rotations- 
flächen, es ist aber beraerkenswerth, dass man nur zu denjenigen Rotations- 
flächen gelangt, welche durch Rotation eines Kegelschnittes um seine 
kleinere Axe entstehen; d. h. zum abgeplatteten Ellipsoid, zum einschaligen 
Hyperboloid mit grösserer reeller, und zum zweischaligen Hyperboloid mit 
grösserer imaginärer Hauptaxe. 

1. Der Ebenenbündel S und der Strahlenbündel Si seien in der 
Weise reciprok auf einander bezogen, dass je zwei Ebenen a und ß von 
S denselben Winkel mit einander bilden, wie die entsprechenden Strahlen 
Gl und bi von S,. Es ist zunächst zu untersuchen, ob und wie diese Be- 
ziehung möglich ist. Denkt man sich zum Ebenenbündel S den orthogo- 
nalen Polarbündel der Strahlen a, so dass jeder Strahl a auf der zuge- 
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hörigen Ebene er senkrecht steht, so bihlen aueh je zwei Strahlen a und b 
desselben den gleichen Winkel mit einander, wie die entsprechenden Strahlen 
tti und 61 von S,. Das Analoge ergiebt sich, wenn man den EbenenbUndel 
S,(r<,) betrachtet, welcher mit Si(ö,) einen orthogonalen Polarbündel bildet: 
und es folgt, dass die genannte projectivisclie Beziehung nur in der Weise 
möglich ist, dass zwei gleichwinkelige Strahlenblindel, die sich in beliebiger 
Lage befinden, so in Verbindung mit einander gesetzt werden, dass jeder 
dem* orthogonalen PolarbUndel des anderen reciprok zugeordnet ist. Anderer- 
seits ist klar, dass, wenn dies geschieht, nicht nur Winkel (aß) gleich 
Winkel (aji^,), sondern auch gleichzeitig Winkel (ah) gleich Winkel (aß) ist. 

2. Während zwei in derselben Ebene liegende gleichwinkelige Strahlen- 
bilschel sowohl congruent, als auch symmetrisch sein können, lässt sich zei- 
gen, dass zwei gleichwinkelige räumliche Strahlenbündel immer als congruent 
bezeichnet werden müssen, d. h. dass man sie stets in eine solche Lage 
bringen kann, dass je zwei homologe Strahlen beider Bündel zusammen- 
fallen. Bringt man nämli(.*h zuerst die Scheitel S uiul S, zweier derartigen 
Bündel zur Deckung, so haben sie in allen Phallen mindestens eine reelle 
Gerade x und die zu ihr senkrechte Ebene i' entsprechend gemein. Die 
beiden in dieser Ebene i: liegenden Strahlenbüschel sind nun entweder 
gleichlaufend oder ungleichlaufend. Wenn sie gleichlaufend sind, so köimen 
sie zunächst alle ihre Strahlen entsprechend gemein haben. Ist dies nicht 
der Fall, so kann man den Bündel S, um die gemeinsame Gerade x drehen, 
bis je zwei zugeordnete Strahlen der beiden Büschel auf einander fallen; 
dadurch wird offenbar die Natur der coUinearen Beziehung nicht geändert. 
Demnach bleiben nur die zwei Fälle zu betrachten, dass die in der Ebene | 
liegenden Strahlenbüschel alle ihre Strahlen entsprechend gemein haben, 
oder dass sie unglei(*hlaufend sind. 

3. In dem ersten Fall haben die beiden Bündel ausser dem in ^ 
liegenden Strahlenbüschel auch den Ebenenbüschel * entsprechend gemein, 
dessen Axe x ist. Ist nun « eine beliebige Ebene dieses Büschels, so können 
die in ihr liegenden gleichen Strahlenbüschel wiederum gleichlaufend oder 
ungleichlaufend sein. Sind sie gleichlaufend, so fallen sämmtliche homo-' 
löge Strahlen auf einander, da dies von zweien, nämlich von x und der 
Schnittlinie der Ebenen i* und a bereits bekannt ist. Daraus folgt dann, 
dass bei dieser Lage von S und S^ in der That je zwei entsprechende 
Strahlen zusammenfallen. Sind dagegen die in der Ebene a liegenden 
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gleichen Strahlenbüschel ungleichlaufend, so'giebt es in ihr zwei zu ein- 
ander senkrechte homologe Strahlen, dip sich decken, nämlich x und die 
Schnittgerade y der Ebenen | und a. Ist alsdann a ein beliebiger Strahl 
der Ebene |, und sind b und b^ zwei homologe Strahlen der Ebene a, so 
fallen die entsprechenden Ebenen {ab) und (ab^ im Allgemeinen nicht auf 
einander. Eine beliebige Ebene ß des durch x gehenden Ebenenbiischels 
wird daher von den homologen Ebenen (ab) und (a6,) in zwei verschiedenen 
Strahlen geschnitten; d. h. in sämmtlichen Ebenen des Büschels x sind die 
in einander liegenden Strahlenbüschel ungleichlaufend. Dreht man demnach 
den Bündel S^ um die Axe x um 180", so fallen je zwei zugeordnete 
Strahlen von S und Si auf einander. 

4. Sind zweitens die in der Ebene | liegenden gleichen Strahlen- 
büschel ungleichlaufend, so haben sie zwei zu einander senkrechte Strahlen y 
und z, also auch die Ebenen ri = (zx) und ?=(xy) entsprechend gemein. 
Wenn nun zunächst die in tj liegenden Büschel gleichlaufend sind, so haben 
sie alle ihre Strahlen entsprechend gemein; demnach haben die Bündel S 
und Si auch jede Ebene des durch y gehenden Ebenenbüschels entsprechend 
gemein. Ist alsdann b ein beliebiger Strahl der Ebene t] und sind a und a^ 
zwei homologe Strahlen der Ebene ^, so schneiden sich die entsprechenden 
Ebenen (ab) und (aj)) in 6, daher wird eine beliebige Ebene des Büschels y . 
von ihnen in zwei verschiedenen Strahlen geschnitten; d. h. in jeder durch y 
gehenden Ebene sind die in einander liegenden Strahlenbüschel ungleich- 
laufend. Daraus ergiebt sich, dass in diesem Fall S^ um die Axe y um 
180" gedreht werden muss, damit die Bündel Strahl für Strahl zusammenfallen. 
Sind endlich die in.iy liegenden gleichen Strahlenbüschel ungleichlaufend, so 
müssen, wie sich leicht zeigen lässt, die in ^ liegenden Büschel gleich- 
laufend sein, und jetzt ist ss diejenige Axe, um welche man den Bündel S^ 
zu drehen hat, damit er mit S zur Deckung gelangt. 

Ich bemerke noch, dass in den drei letzten Fällen die Bündel S 
und Si vor der Drehung involutorische Lage haben, und zwar bildert x und 
^, ebenso y und ri^ z> und t, die Involutionsaxe, resp. die Involutionsebene. 

5. Die speci eilen Beziehungen zweier congruenten Bündel sind 
zuerst von Chasles *) genauer untersucht worden, indem er die beiden Bündel 
als zwei verschiedene Lagen desselben starren Körpers betrachtete. Er 



*) Comptes rendus, Bd. 52, S. 77 ff. 

Journal für Mathematik Bd.XCIX. Heft 3. 26 
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hat Hciiic KcKultate ohne Beweis mitgetheilt; Beweise derselben, die sieh 
auf verschiedene Weise führen lassen, sind später von Brisse*) gegeben 
worden. Danach Itlsst sich der BUndel S durch eine Schraubenbewegung 
um eine bestimmte Axe ar,j des liaumes mit dem BUndel Si zur Deckung 
bringen. Ferner giebt es in diesen beiden congruenten Bündeln zwei 
homologe Geraden x und Xi, und zwei zu ihnen senkrechte, ebenfalls 
homologe Ebenen g und 5i von der Art, dass x parallel Xi und § parallel li 
ist, und zwar sind x und a:, gleichzeitig zu a?„ parallel. Die Gleitungs- 
componente 2e der Schraubenbewegung ist gleich der Entfernung der Pro- 
jectionen der Punkte S und Si auf ar,,. Zwei entsprechende Ebenen von S 
und Si bilden denselben Winkel mit x und Xi, ebenso zwei entsprechende 
Geraden der beiden BUndel. Die Ebenen, gelegt durch die Axe ar,, und 
S, resp. Si, sind entsprechende p]benen der Bündel ; der von ihnen gebildete 
Winkel & ist gleich der Rotationscomponente der Schraubenbewegung, und 
je zwei homologe Ebenen der beiden Büschel, deren Axen x und Xi sind, 
bilden diesen Winkel mit einander. 

6. Die oben genannte Ebene ^i schneidet den Ebenenbüschel x(ri) 
in dem StrahlenbUschel S'(y'), und den Ebenenbündel Sj in einem Büschel 
S,(y,), dessen Strahlen t/i auf den zugehörigen Ebenen tji des Büschels 
.a!i(ry,) senkrecht stehen. Diese beiden Strahlenbüschel sind, wie unmittelbar 
ersichtlich, gleich und gleichlaufend, sie erzeugen demnach einen Kreis, 
und die Verbindungslinie seines Mittelpunktes mit S, bildet mit der Geraden 

SiS den Drehungswinkel &. Dieser Kreis gehört der Fläche an, da er 
von den reciproken Büscheln ip(r/) und Si(y,) gebildet wird. Jede andere 
Ebene «, dagegen, welche durch Sj geht, schneidet die Fläche in einem 
eigentlichen Kegelschnitt. Denn sei Si(6,) der in der Ebene «i liegende 
StrahlenbUschel, und aQi) der zugehörige EbenenbUschel des Bündels S, 
so wird der Kegelschnitt, welchen a^ mit der Fläche gemein hat, von Si(6,) 
und demjenigen StrahlenbUschel erzeugt, in welchem «i den Ebenenbüschel 
a (/i) schneidet. Diese beiden Büschel können aber niemals projectivisch gleich 
sein, da x die einzige Gerade von S ist, welche der entsprechenden Geraden 
von Si parallel ist, also a niemals zu a, parallel sein kann. Es lässt sich 
daher nur eine Ebene durch Sj legen, welche die Fläche in einem Kreise 
schneidet; d. h. die Fläche ist eine Rotationsfläche. Demnach ergiebt sich: 

*) LioHtilles Journal (2). Bd. 19, S. 281. 
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Zwei reciproke Strahlenbündel von der Eigenschaft, dass je zwei Strahlen 
des einen Bündels denselben Winkel einschliessen, wie die entsprechenden Ebenen 
des anderen Bündels, und umgekehrt, erzeugen eine Botationsfläche zweiter 
Ordnung, Die Axe derselben ist derjenigen Geraden eines jeden Bündels 
parallel, die auf der entsprechenden Ebene des anderen Bündels senk- 
recht steht. 

7. Es soll nun untersucht werden, von welchen Bedingungen die 
Art der (gebildeten) Rotationsfläche abhängt. Sei ß eine beliebige Ebene, 
welche zu x und x^ senkrecht ist; sie treffe x m X und x^ in X^. Diese 
Ebene schneidet die Fläche in einem Kreise, dessen Mittelpunkt heissen 
möge; alsdann ist, wie aus dem Obigen folgt, /iOX^X— &. Ist nun g(a) 
der Ebenenbiischel, dessen Axe g auf der Ebene (xx^ senkrecht steht, so 
bildet die Axe g^ des Büschels gi(a^ mit der Ebene (xx^ den Winkel 

^+f^j und die zu g^ senkrechte Ebene y^ ist eine Durchm^sserebene der 

Fläche; ihr Schnitt mit ß möge mit d bezeichnet werden. Ferner schneidet 
die Ebene ß den Ebenenbüschel g{a) in einem Büschel paralleler Geraden b\ 

die auf der Geraden XX^^ senkrecht stehen, den Büschel s'iC«,) in einem 
Büschel paralleler Geraden 61, die auf rf senkrecht stehen, und den Strahlen- 
büschel Si(ai), der in der Durchmesserebene /i liegt, in einer auf d liegenden 
Punktreihe A^. Die beiden Punkte A^^ welche auf den ihnen entsprechenden 
Strahlen 6' liegen, bestimmen den Durchmesser des Kreises, in welchem ß 
die Fläche schneidet Man nenne nun ßi die Punkte, in denen d die Geraden 

b\ trifft, femer B die Punkte, in denen XXy^ die Geraden b' trifft, und B' 
die Schnittpunkte von V mit d, so sind die Punktreihen A^, B^^ B, B' 
sämmtlich projectivisch zu einander, und es ist die Aufgabe, die zusammen- 
fallenden Punkte der beiden Reihen A^ und B' zu bestimmen. Nun ent- 
spricht dem Punkte X^ der Punktreihe A^ die Gerade 6^, also auch B^ 
und B'^j andererseits entspricht der durch X gehenden Geraden b' der un- 
endlich ferne Punkt der Punktreihe A^. Ist nun X' der Schnittpunkt dieser 
Geraden b' mit rfl, so sind Jf und X^ die beiden Punkte der auf einander 
liegenden projectivischen Gebilde, welche den unendlich fernen Elementen 
derselben entsprechen. Bezeichnet man nun noch den Abstand der Punkte 

S und Si von ß mit h und A, , und die Strecke XX^ mit 2k, so ergiebt 
sich, wie eine ganz elementare Betrachtung lehrt, 

26* 
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X,A,.X,B, - hl 




X.Br.XB = Ä,:A, 




XB-.X'B' = cos^: 


also folgt, dass 






X,A,.X'B' = *•*' 


iät. Ferner ist 






Y.r - "^ • 



daher folgt, wenn der Durchmesser des Kreises mit 2r bezeichnet wird, 

(1.) r = \-i7 

^ -^ cos v" 

8. Mit Hülfe der eben gewonnenen Gleichung lassen sich der Charakter 
und die metrischen Beziehungen der Fläche leicht bestimmen. In der That, 
ist zunächst 0^ ein spitzer Winkel, so sind die Punktreihen Ai und B' un- 
gleichlaufend, sobald ß zwischen S und S, liegt, und gleichlaufend für alle 
anderen Ebenen. Diese Ebenen schneiden daher die Fläche nur dann in 
reellen Kreisen, wenn &^ > AAi cos «9^, was aber nicht immer der Fall sein 
wird. Die Fläche ist demnach ein Rotationsellipsoid. 

Ist zweitens & ein stumpfer Winkel, so sind im Gegentheil die Punkt- 
reihen Ai und B' gleichlaufend, wenn die Ebene ß zwischen S und S^ liegt, 
und in allen anderen Fällen ungleichlaufend. Die ^^läche ist demnach ein 
Rotationshyperboloid, und zwar ein einschaliges oder zweischaliges, je nach- 
dem in derjenigen Ebene ß^ welche den Abstand 2e der P^benen § und $i 
halbirt, ein reeller Kreis vorhanden ist, oder nicht. Sie ist daher ein ein-- 
schaliges Rotationshyperboloid , wenn Ä' > e^cos(^— ö) w/, ein zw eischaliges , 
wenn /f' <C ^^ cos (:i — l>) ist^ nnd endlich ein Rotationskegel, wenn /r^ = 
e^cos(7i — «9) ist. 

9. Seien zunächst im Fall des EUipsoides 2a und 26 die Axen der 
f]llipse, durch deren Kotation die Fläche entsteht, und zwar möge die 
Axe 26 mit der Rotationsaxe der Fläche zusammenfallen. Aus der obigen 
Gleichung (1.) folgt, dass, wenn 

/r-Ä'Alcosi^/ = 
gesetzt wird, 

A'+A; = 26 

ist; überdies ist 

A'~A; = 2e\ 
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also folgt 

(2.) b^ = 

Auch der Werth der Axe 2a ergiebt sich aus der Gleichung (1.) Mit 
Rücksicht darauf, dass für die durch den Mittelpunkt des Ellipsoides gehende 
Ebene die oben genannten Punktreihen A^ und B' ungleichlaufend sind, 
findet sich 

(3.) a^ = r-ö 

^ '^ cos t7 

Diese beiden Gleichungen liefeni noch das bemerkenswerthe Resultat, 
auf das ich im Eingang dieser Abhandlung bereits hingewiesen habe, dass 

(4.) b^iai" = cos^; 

d. li.^ das von den beiden Bündeln gebildete Rotationsellipsoid ist ein ab-- 
geplattetes. 

Ferner zeigt sich, dass das Verhältniss der beiden Axen nur vom 
Drehungswinkel & abhängt, dagegen nicht von den Grössen k und e. 

10. Wenn die beiden reciproken Bündel ein Rotationshyperboloid 
erzeugen, so wird die reelle Axe desselben durch eine der beiden eben 
gefundenen Gleichungen gegeben. Auch für die Werthe der imaginären 
Axen behalten dieselben noch ihre Gültigkeit; ich ziehe jedoch vor, in 
diesem Fall den Asymptotenkegel des Hyperboloides direct zu betrachten. 

Die unendlich fernen Punkte des Hyperboloides werden von den- 
jenigen Strahlen /, des Bündels S^ geliefert, welche zu den entsprechenden 
Ebenen r von S parallel sind. Legt man daher durch S^ als Scheitel ein 
Ebenenbündel Si(a'), dessen Ebenen a' den Ebenen a des Bündels S(a) 
parallel sind, so bilden die Strahlen /i, welche in den ihnen entsprechenden 
p]benen r' liegen, einen Kegel, welcher dem Asymptotenkegel des Hyper- 
boloides congruent ist. Man betrachte nun denjenigen Ebenenbüschel s'(a'\ 
dessen Axe s senkrecht zur Ebene (xx^) ist; ihm entspricht der Büschel 
*i(«i)i dessen Axe s^ in der zu Xi senkrechten Ebene li liegt, und der 
Strahlenbüschel Si(ai), dessen Ebene o^ auf der Axe «i senkrecht steht. 
Diese Ebene geht durch Xi, und ist, wie wir oben sahen, eine Durchmesser- 
ebene des Rotationshyperboloides, also auch des von den Strahlen ti ge- 
bildeten Kegels. Die beiden in ihr liegenden Strahlen /i bilden daher den 
Üeffnungswinkel desselben. Nun entspricht der Ebene ri' des Büschels s(a')^ 
welche durch Xi geht, derjenige Strahl t/i des Strahlenbüschels, der senk- 
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recht zu x^ ist, und der Ebene |', welche zu rj' senkrecht ist, entspricht 
der Strahl x^] schneidet man also den Ebenenbtischel «'(«') durch die Ebene 
a,, und bezeichnet die Schnittlinie von a^ und a' durch a'„ so bildet der so 
entstehende Strahlenbtischel S^(a[) mit dem Büschel Si(a,) eine hyperbolische 
Strahleninvolution, weil nämlich die Strahlen Xj, yi, und a:|, y[ verkehrt 
auf einander fallen. Die Doppelstrahlen dieser Involution sind die beiden 
Geraden /„ welche den Oeffnuqgswinkel des Kegels bilden. 

Aus dem sphärischen Dreieck, bestimmt durch Xi, a[ und die Pro- 
jection von x^ auf die Ebene a' folgt nun • 

tg(xia').ctg(xia[) = cos(7i— I?); 
ferner ist 

tg(ari«') = ctg(x,a,). 

Daher ergiebt sich fUr die Potenz der betrachteten Involution 

ctg(a:ia,).ctg(a:ial) = cos(7i — «?). 

Die Lage der Doppelstrahlen t^ ist demnach durch die Gleichung 

ctg^Xifi) = cos(7i — •9") 

• 

bestimmt. Wie bereits in der Einleitung hervorgehoben wurde, gelangt man 
also in der Thal nur zu denjenigen Hyperboloiden, welche durch Drehung 
einer Hyperbel um ihre kleinere Äxe entstehen, 

11. Die vorstehenden Betrachtungen lehren noch, dass die erhaltenen 
Rotationsflächen auf unendlich viele Weisen durch reciproke gleichwinkelige 
Bündel erzeugt werden können. Zunächst ist der Winkel ^ durch das 
Verhältniss der Axen eindeutig bestimmt. Ferner hat in den Ebenen, die 

durch S und S^ senkrecht zur Rotationsaxe gehen, der Durchmesser des 

2k 
Kreises den Werth ^- Ist daher S ein ganz beliebiger Punkt einer 

gegebenen Rotationsfläche der betrachteten Art, der zum Mittelpunkt des 
einen Bündels gewählt werden soll, so ist dadurch sowohl e als auch k 
unmittelbar bestimmt; daher gehören zu S zwei symmetrisch liegende ganz 
bestimmte Punkte Sj als Scheitel eines anderen Bündels, welcher mit S 
reciprok und gleichwinkelig ist. Liegt im Besonderen S in der Hauptebene 
der Fläche, so liegt auch S^ in derselben, und fällt S in den einen End- 
punkt der Axe 26^ so föUt S^ in den anderen Endpunkt derselben. Die 
letztere Bemerkung giebt noch Veranlassung zu folgenden Sätzen: 
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Jedes abgeplattete Rotationsellipsoid mrd aus seinen beiden Polen durch 
reciproke gleichwinkelige Strahlenbündel projidrt. 

. Jedes zweischalige Rotationshyperboloid, dessen reelle Hauptaxe kleiner 
als die imaginäre ist, wird aus seinen beiden Scheiteln durch reciproke gleich- 
winkelige Bündel projidrt. 

Jeder Rotationskegel, dessen Oeffnungswinkel ein stumpfer ist, kann als 
Ordnungsfläche eines Polarbündels betrachtet werden, welcher aus zwei reci- 
proken gleichwinkeligen Bündeln ton bestimmter Lage zu einander gebildet wird; 
und umgekehrt. 

Der letzte Satz ergiebt sich übrigens bereits aus der in No. 10 an- 
gestellten Betrachtung. 

12. Wenn sich der Winkel & auf Null reducirt, so geht das EUipsoid 
in eine Kugel über, und man erhält die bekannte Erzeugung derselben durch 
zwei Bündel von der Art, dass jeder Strahl des einen auf der entsprechenden 
Ebene des anderen senkrecht steht. Beträgt aber & 180", so ergeben sich 
Rotationshyperboloide, welche durch Rotation einer gleichseitigen Hyperbel 
gebildet werden. Diese Hyperboloide stehen, worauf ich noch besonders 
hinweisen möchte, bezüglich ihrer synthetischen Erzeugung der Kugel ähnlich 
gegenüber, wie in der Ebene die gleichseitige Hyperbel dem Kreise. Durch 
zwei gleiche, gleichlaufende Strahlenbüschel, die in derselben Ebene liegen, 
entsteht ein Kreis. Dreht man den Büschel S^ um einen beliebigen seiner 
Strahlen um 180", so liefert er in dieser Lage mit S eine gleichseitige 
Hyperbel. Analog dazu seien S und S^ zwei reciproke Ebenenbündel, 
welche eine Kugel erzeugen, so dass jeder Strahl des einen Bündels auf 
der entsprechenden Ebene des anderen senkrecht steht. Jetzt haben die 
Bündel eine solche Lage zu einander, dass je zwei Strahlen a und a^ parallel 
sind, so dass jedes Paar von Strahlen a, «i das Geradenpaar x, x^ ver- 
treten kann. Dreht man daher den Bündel S, um einen ganz beliebigen 
seiner Strahlen um 180", so wird er in der neuen Lage mit dem reciproken 
Bündel S eines der beiden Rotationshyperboloide erzeugen, welche durch 
Umdrehung einer gleichseitigen Hyperbel um ihre reelle, resp. imaginäre 
Axe entstehen. Und zwar ergiebt sich noch (§ 8): Ist der spitze Winkel, 
welchen die Drehungsaxe des Bündels S^ mit der Geraden SS^ bildet, 
grösser als 45", so ist das Hyperboloid einschalig; ist er kleiner als 45", so 
ist es zweischalig, und wenn er gleich 45" ist, so artet es in einen Rotations- 
kegel aus. Also folgt: 



204 Schoenflies, über gewisse Rotationsflächen zweiten Grades. 

Sind S und Sj zwei redproke Sirahlenbündel von der Art, dass jeder 
Slrahl des einen auf der entsprechenden Ebene des andern senkrecht steht, 
d. h. dass sie eine Kugel erzengen, und dreht man den Bündel S^ um einen 
ganz beliebigen seiner Strahlen um 180", so erzeugen beide Bündel in der neuen 
Lage ein durch Rotation einer gleichseitigen Hyperbel entstehendes Hyperboloid. 
Dasselbe ist einschalig oder zw eischalig , je nachdem der von der Geraden 

SSi und der Drehungsaxe gebildete spitze Winkel grösser oder kleiner als 45" 
ist; es geht in einen Rotationskegel über, wenn dieser Winkel gleich 45" ist. 

Göttingeu, den 1. Deeember 1884. 
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lieber quadratische Kugelncomplexe und Kugelncon- 
gruenzen, ihre Kreise und ihre CykUden. 

(Von Herrn Th. Heye in Strassburg i./E.) 



JL/er quadratische Coniplex //aller verschwindend kleinen Kugeln 
ist bekanntlich mit der Lehre von Normalen in der Kugelngeometrie auf 
das innigste verknüpft. Denn zwei Kugeln oder lineare Kugelnsysteme sind 
zu einander normal, wenn sie bezüglich des Punktkugelncomplexes TI con- 
jugirt sind*); ein Kugelngebüsch oder linearer Kugelncömplex ist demnach 
in Bezug auf IT die Polare seiner Orthogonalkugel, diese aber ist der Ort 
der Punktkugeln des Gebüsches und zu allen Kugeln desselben normal. 

Aber auch für die Berührungsprobleme der Kugelngeometrie ist der 
Punktkugelncomplex ff von fundamentaler Bedeutung. Das beweist schon 
der Satz: Zwei Kugeln berühren sich nur dann, wenn der sie verbindende 
Kugelnbüschel zwei zusammenfallende Punktkugeln enthält, also den Com- 
plex n berührt. Mit Hülfe von fJ gelangen wir zu dem Complexe aller 
Kugeln, welche eine beliebige Cyklide berühren, zu den Congruenzen der- 
jenigen Kugeln, welche diese Fläche osculiren oder auch in je zwei Punk- 
ten berühren, und weiter zu den Schaaren dreipunktig osculirender Kugeln. 
Wir werden ausserdem zeigen, wie auch das Problem der Kreise und Ge- 
raden, die eine Cyklide doppelt berühren, mit Hülfe des Complexes ff voll- 
ständig gelöst werden kann. 

Vornehmlich aber werden uns die Kugelnbüschel und Kreise, welche 
in quadratischen Kugelncomplexen und -Congruenzen enthalten sind, ihre 

*) Vgl. Heye, Synthetische Geometrie der Kugeln und linearen Kugelnsysteme, 
Leipzig 1879, S. 89. — Wir wollen bei dieser Gelegenheit nicht unerwähnt lassen, 
dass Herr Lie zuerst die Kugel als Kaumelement aufgefasst und sehr bemerkenswerthe 
Beziehungen zwischen Linien- und Kugelncomplexen aufgestellt hat (s. die Math. 
Aniialen Bd. 5, S. 145—256). 
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gegenseitige Lage und ihre Vertheilung im Räume beschäftigen. Wegen 
der Fülle des Stoffes werden wir die Beweise auf das Wesentlichste be- 
schränken. 

Quadratische Complexe, Congruenzen und Schaaren von Kugeln. 

1. Ein quadratischer Kugelncomplex /' hat mit einem Kugelnbtischel 
i. A. zwei Kugeln gemein; seine Ebenen umhüllen folglich eine Fläche 
zweiter Klasse. Er enthält eine Cyklide * als Ort seiner Punktkugeln *), 
und letztere bilden eine biquadratische Congruenz, in welcher F und der 
Punktkugelncomplex FI sich durchdringen. Mit einem KugelnbUndel, d. h. 
einer linearen Congruenz, hat diese ' biquadratische i.A. vier Kugeln ge- 
mein; der beliebig anzunehmende Orthogonalkreis des Bündels schneidet 
demnach die Cyklide * i. A. in vier Punkten, und * ist eine Fläche vier- 
ter Ordnung. Mit einer beliebigen Kugel bat * eine Raumcurve vierter 
Ordnung erster Art gemein. 

2. Ebenso beweist man, dass drei resp. zwei Cykliden sich abge- 
sehen von dem unendlich fernen, imaginären Kugelkreise i. A. in 16 Punkten 
resp. in einer Raumcurve achter Ordnung schneiden, und dass diese Curve 
mit einer Kugel i. A. acht nicht unendlich ferne Punkte gemein hat. 

Durch Inversion, d. h. durch eine Transformation mittelst reciproker 
Radien, verwandeln sich ein quadratischer Kugelncomplex und seine Cyklide 
allemal wieder in einen quadratischen Kugelncomplex und dessen Cyklide. 
Eine Cyklide kann zerfallen in die unendlich ferne Ebene und eine Fläche 
dritter oder eine beliebige Fläche zweiter Ordnung, oder auch in zwei be- 
liebige Kugeln. 

3. Die Polare einer Kugel x bezüglich des quadratischen Com- 
plexes /' ist ein Kugelngebüsch; sie enthält alle Kugeln, welche von x 
durch je zwei Kugeln des Coraplexes harmonisch getrennt sind, und ihre 
Kugeln heissen conjugirt zu x in Bezug auf 1\ Wenn die Kugel ;tf in /* 
liegt, so berührt ihre Polare den Complex r in x, und verbindet diese 
Kugel mit allen ihr unendlich nahe benachbarten Kugeln von /'. Ist ins- 
besondere X eine Punktkugel von I\ so berührt folglich die Orthogonal- 

*) Nach Darboux, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces alg(5- 
briques (Paris 1873) heisst jede Fläche vierter Ordnung, welche den unendlich fernen 
Kugelkreis doppelt enthält, eine Cyklide. 
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kugel x' ihrer Polare im Punkte x die Cyklide * des Complexes /", indem 
sie X mit allen benachbarten Punktkugeln von F verbindet. 

4. Durch den quadratischen Complex i'ist einer Kugel x die Ortho- 
gonalkugel x' ihrer Polare zugewiesen, sodass jede zu x' normale Kugel 
zu X conjugirt ist in Bezug auf F. Wenn x einen KugelnbUschel be- 
schreibt, 80 beschreibt auch x' einen Büschel, welcher zu jenem projectiv 
ist. Alle dem ersteren Büschel conjugirten Kugeln bilden einen Bündel, 
welcher zu dem letzteren Büschel orthogonal ist. 

Die Cyklide.* von i' wird von der Kugel x in vier Punkten recht- 
winklig geschnitten, und zwar liegen diese Punkte auf dem Kreise, welchen 
x' mit X gemein hat *). Ist nämlich P einer der vier Schnittpunkte von x, 
x' und *, so ist die Punktkugel P zu x' normal, also zu x conjugirt; die 
Orthogonalkugel ihrer Polare ist folglich zu x normal, und da sie in P 
die Cyklide berührt (3.), so wird sie und^ zugleich die Cyklide in P recht- 
winklig von X geschnitten. Ebenso wird bewiesen, dass jeder Punkt, in 
welchem x zu 4> normal ist, zugleich auf der entsprechenden Kugel x' liegt. — 
Schneidet ein Kreis die Cyklide in drei Punkten rechtwinklig, so ist er zu 
ihr auch in dem vierten Schnittpunkte normal, und durch ihn gehen zwei 
Kugeln Xy welche mit den ihnen entsprechenden x' zusammenfallen. 

Wenn der Kreis xx' die Cyklide * in P berührt oder osculirt, so 
berührt resp. osculirt die Kugel x eine Krümmungslinie von * im Punkte P. 
Ist •nämlich x eine Ebene, so enthält sie im genannten Falle zwei resp. drei 
unendlich nahe benachbarte Normalen der Cyklide und ist in der That eine 
Hauptnormalebene von * in P; auf diesen besonderen Fall aber lässt sich 
der allgemeine durch Inversion sofort zurückführen. Die Kugel x berührt ins- 
besondere dann eine Krümmungslinie der Cyklide in P, wenn der Kreis xx' 
sich auf den Punkt P von * reducirt, weil in diesem Falle zwei Schnitt- 
punkte des Kreises und der Cyklide in P sich vereinigen. 

5. Zwei quadratische Kugelncomplexe P, /'' heissen reciproke 
Polaren bezüglich des Punktkugelncomplexes /7, wenn der eine und folg- 
lich jeder derselben von den Gebüschen umhüllt wird, deren Orthogonal- 
kugeln in dem andern liegen. Ist die Kugel x' orthogonal zu der Polare 

*) In den Punkten dieses Kreises wird x von benachbarten Kugeln des Com- 
plexes berührt, wenn x zu P gehört; derselbe ist in diesem Falle der Liesche Tra- 
jectorienkreis der Kugel x (vgl. Math. Annalen Bd. 5, S. 207). Dass eine Kugel zu der 
Cyklide in vier Punkten eines Kreises normal ist, beweist schon Darboux a. a. 0. S. 301. 

27» 
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einer beliebigen Kugel x in Bezug auf I\ so ist umgekehrt x orthogonal 
zu der Polare von x in Bezug auf r'. Die Kugel x ist folglich, wenn x 
mit ihr zusammenfällt, die Orthogonalkugel ihrer Polare bezüglich beider 
Complexe, und letztere sind in diesem Falle zu sich selbst invers in Bezug 
auf X. Zwei Kugeln nämlich, welche durch zwei normale Kugeln x, l 
harmonisch getrennt sind, liegen bezüglich x sowohl wie l invers. 

Jeder in r enthaltenen Kugel x entspricht eine Kugel x* von /", 
zu welcher x und alle ihr unendlich nahe benachbarten Kugeln des Com- 
plexes 7' normal sind (3.). Der Ort eines Punktes x\^ in welchem je vier 
unendlich nahe benachbarte, in keinem Bündel liegende Kugeln von /'sich 
schneiden, ist demnach die in /'' enthaltene Cyklide *'. In jedem ihrer 
Punkte x' wird *' von der entsprechenden Kugel x berührt (3.). 

6. Die Kugeln i und i' mögen in derselben Weise einander ent- 
sprechen wie X und x' (4.). Ist nun X zu x' normal, so sind x und i in 
Bezug auf /' und x' und l' in Bezug auf 7'' conjugirt; also ist auch x zu 
X' normal. Diese Folgerungen bleiben gültig, wenn X und x' unendlich 
klein werden und sich auf einen Punkt P reduciren. Die Polaren einer 
Punktkugel P bezüglich der polaren Complexe P und J' sind folglich 
normal, d. h. sie haben zwei normale Orthogonalkugeln X' und x; und ein 
„speeielles" Gebüsch P, dessen Kugeln alle durch einen Punkt P gehen, 
hat in Bezug auf 7' und 7" allemal zwei normale Polkugeln x und X\ 

Ist P eine gemeinschaftliche Punktkugel der beiden Complexe,- so 
berühren die normalen Kugeln X' und x im Punkte P die resp. Cykliden 
* und *' von P und P' (3.). Diese beiden Cykliden schneiden sich folg- 
lich rechtwinklig in ihren gemeinschaftlichen Punkten; ihre Schnitteurve C" 
wird in jedem Punkte P von den entsprechenden Kugeln X' und x berührt 
und ist eine Krümmungslinie von * und *' (4.); sie ist von der achten 
Ordnung. 

6a. Jeder Kugel u des Büschels xX entspricht eine Kugel ft' des 
Büschels xX' (4.), und wenn wieder X und x auf einen gemeinschaftlichen 
IHinkt P von * und *' sich reduciren, so berühren jli und u' in P die 
resp. Cykliden *' und * ebenso wohl wie x und X\ Die Kugeln jli und fc 
schneiden sich daher rechtwinklig in P und sind folglich sich selbst con- 
jugirt in Bezug auf P resp. P\ Alle Kugeln ^', welche die Cyklide * 
in ihren Schnittpunkten mit *' berühren, gehören somit zu dem Complexe P\ 

Wenn ja sich im Büschel xX der Punktkugel X unbegrenzt nähert, 
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also in einen dem Punkte P unendlich nahen Punkt Q der Cjklide * über- 
geht, so geht ja' über in eine Kugel von x'k', welche * in ^ und zugleich 
in P berührt. Diese mit a' zusammenfallende Kugel berührt also die Cy- 
klide * in zwei consecutiven Punkten, welche auf der zu *' normalen 
Centrallinie des Büschels xX liegen; die Kugel l' osculirt somit * und eine 
zu *' normale Krümmungslinie von * im Punkte P. — Wenn umgekehrt 
eine Kugel l' von /", die einer Punktkugel P von T entspricht, im Punkte 
P die Cyklide * osculirt, so ist P ein Schnittpunkt von * und *'; der 
Beweis ist dem vorhergehenden leicht nachzubilden. 

7. Wenn ein quadratischer Kugelncomplex F eine Kugel d doppelt 
enthält, also „einfach singulär^' ist *), so reducirt sich seine Polare I' be- 
züglich des Punktkugelncomplexes IT auf eine zu (J orthogonale quadra- 
tische Congruenz. In diesem Falle nämlich wird /' nicht von dreifach, 
sondern von nur zweifach unendlich vielen Kugelngebüschen berührt, und 
zwar von jedem derselben längs eines durch 3 gehenden Büschels. Diese 
berührenden Gebüsche haben mit i' je zwei reelle oder imaginäre Kugeln- 
bUndel gemein; ihre in F' liegenden Orthogonalkugeln gehen durch alle 
Punktkugeln und somit durch die beiden Orthogonalkreise der zugehörigen 
Bündel; diese Punktkugeln und Kreise aber liegen auf der Cyklide * 
von F (1.). 

Die Kugelnbündel des singulären Complexes 7' bilden zwei Schaaren, 
und zwar können zwei derselben durch kein Gebüsch oder durch ein den 
Complex berührendes Gebüsch verbunden werden, jenachdem sie derselben 
Schaar angehören oder nicht. Die Orthogonalkreise dieser Bündel bilden 
ebenfalls zwei Schaaren, und zwei beliebige derselben können nur dann 
durch eine (offenbar zur Congruenz /'' gehörige) Kugel verbunden werden, 
wenn sie nicht zu derselben Schaar gehören. Wir rechnen diese Kreise 
zu der quadratischen Congruenz /'', weil alle durch sie gehenden Kugeln 
zu l^ gehören. 

8. Die Cyklide * des eiufach-singulären Complexes i' schneidet die 
Kugeln von F' in je zwei Kreisen von 7" (7.) und berührt sie folglich 
do])pelt, nämlich in den Schnittpunkten dieser Kreisepaare; sie umhüllt die 
quadratische Congruenz P und ist der Ort aller ihrer Kreise. Die Mittel- 
punkte aller Kugeln (und Kreise) von F' liegen auf der Fläche zweiter 



*) Seine Discriminante ist in diesem Falle Null. 
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KImäh^s w$.U\u'. von de« F:Tienen den Complexes T nmhttUt wird; denn in 
)iuU^w iiU'M4'j UnukUt wird eine Complexebene von allen ihr benachbarten 
< !oiniili'X<-Jienen ((eHcbnitten, weil »ie mit ihnen in einem r berührenden 
Ui!blU(;be liejrt (H.j. Die quadratische Congmenz T' besteht aus allen 
Kij((<!ln, deren Mittelpunkte auf der Fläche zweiter Klasse (der „Deferente" 
iU'M Herrn Üarbouxj liegen und welche zu der Doppelkugel 3 von r (der 
„hireetrix") normal sind. Die biquadratische Schnittlinie von 3 und der 
DefV.rente ist der Ort aller E^unktkugeln von /^; sie ist eine Focalcurve 
iU'S Cyklide. 0, weil * auch von diesen Punktkugeln doppelt berührt wird. 

9. Wird /'' als gemeinschaftliche Congruenz eines quadratischen 
und eines linearen Kugelncomplexes beliebig angenommen, so erhält man 
als Polare von r in Bezug auf 77 i. A. einen quadratischen Complex /', 
welcher die (irthogonalkugel d des linearen Complexes doppelt enthält. 

In Bezug auf diese Kugel S sind /*, 7" und die Cyklide * von 7' 
zu sich selbst invers, und jede Kugel von /" berührt * in zwei inverseu 
Punkten P, 1\ (8.). Vereinigen sich diese beiden Punkte, so osculirt die 
zugehörige Kugel die Cyklide dreipunktig in P, indem sie zugleich zu d 
normal ist in P. Die Cyklide * wird demnach von d in einer biquadra- 
tischen KrUmmungslinie 7)* rechtwinklig geschnitten, und in jedem Punkte P 
dieser Linie wird sie nebst einer ihrer zu 7)* normalen Krümmungslinien 
von einer Kugel der Congruenz V dreipunktig osculirt 

Diese hyperosculirenden Kugeln bilden eine biquadratische Schaar 
von V. Denn die in einem beliebigen Gebtische y liegenden Kugeln von 
1' berühren *, wie einige Ueberlegung lehrt, in Punktenpaaren der Pol- 
kugel von y in Bezug auf 7^^, und diese Kugel hat mit 7)* höchstens vier 
Punkte gemein. 

Die Polare der Doppelkugel S in Bezug auf P ist unbestimmt, denn 
d ist jeder beliebigen Kugel conjugirt hinsichtlich F. 

10. Eine quadratische Kugelncongruenz V enthält i. A. zwei Schaaren 
von reellen oder imaginären Kugelnbüscheln und deren Grundkreise. Die 
Centrallinien dieser Büschel bilden die beiden Regelschaaren einer Fläche 
zweiter Klasse, und ihre Grundkreise liegen auf einer die Congruenz um- 
hüllenden Cyklide * (8.) Zwei Kreise von V können nur dann durch 
eine Kugel verbunden werden, wenn sie nicht zu derselben Schaar gehören 
(7.). Die Ebenen der Congruenz und ihrer Kreise schneiden sich im Mittel- 
punkte der Orthogonalkugel von V und umhüllen eine Kegelfläche zweiter 
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Ordnung (vgl. 1.), Die Sehnen, welche ein Kreis der einen Schaar mit 
den Kreisen der anderen Schaar gemein hat, bilden demnach einen Strahlen- 
bUschel erster Ordnung. Daraus folgt leicht: 

Die Kugeln, welche zwei Kreise der einen Schaar mit denjenigen 
der anderen verbinden, bilden homologe Elemente von projectiven, die Cy- 
klide * erzeugenden Kugelnbüscheln. 

11. Die Potenzebenen, welche die Kugeln der Congruenz r mit be- 
liebigen Kugeln X, X bestimmen, umhüllen i. A. collineare Flächen zweiter 
Klasse *); die Geraden dieser Flächen sind die von x und X mit den Kreisen 
von P bestimmten Potenzaxen. 

Wenn die quadratische Congruenz r eine Kugel d' doppelt enthält, 
so reduciren sich diese Flächen auf Curven zweiter Klasse. Zugleich fallen 
die beiden Kreiseschaaren von P zusammen mit einer auf J' gelegenen, 
welche eine biquadratische Raumcurve einhüllt; auf diese Raumcurve aber 
reducirt sich die von r umhüllte Cyklide *. Die Polare /' von /" in 
Bezug auf /7 ist in diesem Falle ebenfalls eine quadratische Congruenz, 
welche die Orthogonalkugel von l"* doppelt enthält. — Eine quadratische 
Congruenz zerfällt in zwei Bündel, wenn sie mehrere Doppelkugeln hat. 

12. Wenn ein quadratischer Complex F „zweifach singulär'' ist, 
d. h. alle Kugeln eines Büschels und dessen Grundkreis k doppelt enthält **), 
so reducirt sich seine Polare V bezüglich des Punktkugelncomplexes auf 
eine quadratische Schaar von zu k normalen Kugeln. Denn /' wird als- 
dann von nur einfach unendlich vielen Gebüschen berührt, und zwar von 
jedem derselben in allen Kugeln eines durch k gehenden Bündels. Die 
Cyklide * von F hat die beiden Punktkugeln des Büschels k zu Doppel- 
punkten (1.); sie umhüllt die Schaar F (vgl. 7., 8.); sie ist der Ort der 
Kreise, in welchen je zwei unendlich nahe benachbarte Kugeln von 7^ 
sich schneiden, und hat diese Kreise zu Krümmungslinien. Alle diese Kreise 
liegen mit F in einem zu k orthogonalen Kugelnbündel, und ihre Ebenen 
gehen durch die Axe von Ar. Die Cyklide * ist ebenso wie F' und 7' in 
Bezug auf jede durch k gehende Kugel zu sich selbst invers und wird von 
derselben in einer biquadratischen Krümmungslinie rechtwinklig geschnitten 
(9.). Sie ist eine Rotationsfläche, wenn k eine Gerade ist. 

13. Die Mittelpunkte aller Kugeln der quadratischen Schaar I"' 

f 

*) Reye a. a. 0. S. 92. 
.**^ In diesem Falle sind alle ersten Minoren seiner Discriminante Null. 



Beye, quadratische Kugelncamplexe und -Congrucnzen. 213 

Eine Kugel l, welcher der Kreis k (d. h. jede durch k gehende 
Kugel) in Bezug auf r conjugirt ist, schneidet alle jene Orthogonalkugeln 
rechtwinklig und geht mithin durch die beiden Berührungspunkte von k 
und *'. Daraus folgt: 

16. Die Kreise von I\ welche einer beliebigen Kugel X conjugirt 
sind, berühren die Cyklide *' in Punktenpaaren der Schnittcurve vierter 
Ordnung von *' und L Sie sind die Kreise der in der Polare von l ent- 
haltenen quadratischen Congruenz des Complexes T\ und liegen in einer 
Cyklide, welche die Congruenz umhüllt und *' längs jener Raumcurve be- 
rührt. Sie sind zu der Orthogonalkugel X' der Polare von X in Bezug auf 
/' normal. 

Auch die Kreise des quadratischen Complexes I\ welche zu einer 
beliebigen Kugel X' normal sind oder insbesondere durch einen Punkt gehen, 
bilden demnach i. A. zwei zusammengehörige Kreiseschaaren einer Cyklide. 
Dieselbe berührt die Cyklide *' längs der biquadratischen Raumcurve, welche 
*' mit der Polkugel X des zu X' orthogonalen Gebüsches gemein hat, und 
eine ihrer Focalcurven ist die Schnittlinie von X' mit der Cyklide von 

r (vgl. 8.). 

Die beiden Kreiseschaaren fallen zusammen und liegen auf der Kugel X^ 
wenn das sie enthaltende Gebüsch den Complex r in X berührt (11.)? wenn 
also ?J zu /" gehört. Auf jeder Complexkugel X liegen unendlich viele 
Kreise von [' (14.); die Ebenen derselben gehen durch das Centrtim der 
entsprechenden Kugel X' und umhüllen i. A. eine Kegellläche zweiter Ord- 
nung (1.). Letztere hat mit X und der Cyklide *' eine biquadratische 
Raumcurve gemein, welche von den Kreisen doppelt berührt wird. Von 
diesen Kreisen reduciren sich i. A. vier auf Punkte, in welchen die Cyklide 
* rechtwinklig von X geschnitten wird (vgl. 4.). 

17. Zwei durch keine Kugel verbundene Kreise &, / von F be- 
stimmen zwei Kreiseschaaren dieses Complexes, die auf. einer von *' um- 
hüllten Cyklide liegen ; denn durch . sie geht ein gewisses Kugelngebüsch. 
Die eine dieser Schaaren besteht aus den Kreisen von I\ welche mit k und / 
durch Kugeln verbunden werden können; zu der anderen gehören k und /. 

Jede der beiden, durch einen Punkt P gehenden Kreiseschaaren 
von r wird von den Kreisen der anderen Schaar in projectiven funktreihen 
geschnitten; denn durch reciproke Radien mit dem Centrnm P verwandeln 
^ch diese Schaaren in die beiden Regeischaaren einer Fläche zweiter 
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Ordnung. Die Cyklide, auf welcher jene Kreise liegen, ist von einer ge- 
wissen Fläche zweiter Klasse die Fusspunktenfläche für den Punkt P. 

18. Die vierfach unendlich vielen Cykliden, welche den oo* in F 
enthaltenen quadratischen Congruenzen umschrieben werden können, hüUen 
die Cyklide *' von V ein und berühren *' längs je einer sphärischen 
Raumcurve vierter Ordnung (16.); von jeder derselben liegt eine biqua- 
dratische Focalcurve auf der Cyklide * von /'. Auch die Fläche zweiter 
Klasse, ' welche von den Ebenen des Complexes /' umhüllt wird und alle 
seine Geraden enthält, berührt die Cyklide *' längs einer biquadratischen 
Raumcurve ; denn die Ebenen des Raumes bilden einen speciellen Complex 
und gehen durch Inversion über in die Kugeln, welche sich* im Inversions- 
centrum schneiden. 

19. Wenn der quadratische Complex /' eine Doppelkugel J hat, 
so reducirt sich seine Polare in Bezug auf 77 auf eine quadratische Con- 
gruenz V (7.), und die Cyklide *' als Ort der Punktkugeln von /'' reducirt 
sich auf eine biquadratische Raumcurve tp'; letztere ist eine Focalcurve der 
Cyklide * von V (8.) und liegt auf der Doppelkugel rf. In diesem Falle 
enthält r zwei Schaaren von KugelnbUndeln und in jedem derselben doppelt 
unendlich viele Kreise, welche die Curve r/j' in den beiden verschwindend 
kleinen Orthogonal kugeln des Bündels schneiden. Jeder der oo' Kreise 
von r hat also mit ^' zwei reelle oder imaginäre Punkte gemein, und die 
00* Cykliden, welche die oc* in r enthaltenen quadratischen Congruenzen 
umhüllen, gehen alle durch die Raumcurve (p\ 

20. In dem quadratischen Complexe r giebt es nur eine Schaar 
von Kugelnbündeln, wenn r zwei und folglich alle Kugeln eines Büschels 
oder Kreises k doppelt enthält (12.). Jeder dieser Bündel geht durch k 
und enthält oc^ Kreise von 1\ die sich in zwei Punkten von k schneiden. 
Die -x? Kreise von V haben also mit k je zwei reelle oder imaginäre 
Punkte gemein. Die oc* Cykliden, welche je eine quadratische Congruenz 
des Complexes umhüllen, reduciren sich auf biquadratische Raumcurven 
(11.). Diese Curven liegen auf je einer Doppelkugel von /' und haben 
mit k die vier Brennpunkte von * gemein, auf welche (13.) die Cyklide *' 
sich reducirt. 

21. Ein quadratischer Kugelncomplex r ist bestimmt, wenn von 
ihm 14 Kugeln oder auch vier Kreise und zwei Kugeln beliebig gegeben 
sind. Drei Kreise von r bestimmen i. A. einen vierten, welcher mit ihnon 
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durch Kugeln verbunden werden kann. Nämlich die drei Gebüsche, welche 
je zwei der drei Kreise verbinden, haben einen durch jenen vierten Kreis 
gehenden Büschel gemein. Fünf Kreise können nur dann durch einen 
quadratischen Coraplex verbunden werden, wenn sie einer gewissen Be- 
dingung genügen. 

§3. 

Concyklische und confocale Ku^elncomplexe zweiten Grades und die in ihnen enthaltenen 

Cykliden und Kreise. 

22. Eine beliebige Cyklide * ist in unendlich vielen quadratischen 
Kugelncomplexen /'enthalten; dieselben mögen „concyklisch" genannt werden, 
sie bilden einen Büschel, welchem auch der Punktkugelncomplex IT an- 
gehört *). Zwei Kugeln sind normal und bezüglich eines jeden der con- 
cyklischen Complexe conjugirt, wenn sie in Bezug auf zwei derselben con- 
jugirt sind. Ein Kugelnbüschel wird i. A; von zwei der Complexe /' 
berührt, und zwar in zwei Kugeln, die normal und bezüglich aller F con- 
jugirt sind. 

Durch jede nicht verschwindend kleine Kugel geht einer der con- 
cykliscben Complexe. Die Kugel enthält unendlich viele Kreise desselben 
und zwar umhüllen deren Ebenen i. A. eine Kegelfläohe zweiter Ordnung 
(16.). Die oo^ Kreise der concyklisehen Complexe sind dadurch ausge- 
zeichnet, dass je zwei Kugeln, die sich in einem dieser Kreise rechtwinklig 
schneiden, bezüglich aller jener Complexe conjugirt sind. 

Zwei Ebenen sind conjugirt bezüglich eines quadratischen Complexes, 
wenn sie bezüglich der Einhüllungsfläche seiner Ebenen conjugirt sind. Dar- 
aus folgt leicht, dass die Ebenen concyklischer Complexe confocale Flächen 
zweiter Klasse umhüllen. Denn zwei Ebenen sind normal und bezüglich 



*) Vgl. Reye, lieber quadratische KugelDComplexe und confocale Cykliden (in 
CoUectanea mathematica edid. Cremona et Beltratni, Mediolani 1881, p. 241). Ist: 

die Gleichung einer Kugel in rechtwinkligen Coordinaten, so können die fünf Coef- 
ficienten a, als Coordinaten der Kugel aufgefasst werden. Der Radius r derselben 
ergiebt sich^aus a^-^-al-^-al-^a^a^ z= alr^-^ die Gleichung 

repräsentirt also den Punktkugelncomplex /7. Ein beliebiger Bttschel concyklischer 
Complexe wird dargestellt durch die Gleichung: 

worin k ein Parameter, t und fc = 0, 1, 2, 3, 4, und a,* = ati eine Constante. 

28* 
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aller dieser Flächen conjugirt, wenn sie in Bezug auf zwei derselben con- 
jugirt sind; die Pole einer beliebigen Ebene liegen folglich in einer zu 
ihr normalen Geraden, dieses aber ist eine charakteristische Eigenschaft 
confocaler Flächen zweiten Grades. 

23. Unter den concyklischen Complexen /' giebt es i, A. fünf ein- 
fach-singuläre, deren Discriminanten Null sind. Einen zweifach -singulären 
giebt es unter ihnen nur dann, wenn die Cyklide * eine Schaar kreis- 
förmiger KrUmmungslinien besitzt (12.); wir gehen auf diesen Specialfall 
nicht näher ein. Die fünf Doppelkugeln 3 der singulären Complexe sind 
paarweise conjugirt in Bezug auf zwei und folglich alle concyklischen Com- 
plexe (9.), also auch zu einander normal. Die Cyklide * enthält (8.) i. A. 
die fünf paar Kreiseschaaren von fünf quadratischen Congruenzen 7"; sie 
wird von den Kugeln und Ebenen dieser Congruenzen doppelt berührt und 
in je zwei Kreisen der Schaaren geschnitten; sie hat fünf biquadratische 
Focalcurven, nämlich auf jeder der ttlnf Kugeln d eine*). Durch diese 
Focalcurven gehen fünf confocale Flächen zweiter Klasse, die fünf Deferenten 
der Cyklide * (8., 22.). 

24. Die doppelt berührenden P^benen der Cyklide * umhüllen i. A. 
fünf, mit den resp. Kugeln d concentrische „Ä'f/mmersche" Kegelflächen 
zweiter Ordnung (10.). Zwei Kreise von *, deren Ebenen nicht dieselbe 
fitimmersche Kegelfläche berühren, haben allemal einen Punkt gemein. 

Zwei der fünf quadratischen Congruenzen r haben i. A. vier ge- 
meinschaftliche Kugeln, welche die Cyklide * in je zwei Punktenpaaren 
berühren und sie folglich in je vier imaginären Geraden schneiden. Die 
Cyklide enthält demnach i. A. sechzehn imaginäre Gerade **); dieselben 
schneiden den unendlich fernen Kugelkreis, und liegen zu vieren auf vierzig 
Kugeln. Jede dieser Geraden kann mit fünf anderen durch Berührungs- 
ebenen der fünf Äiwmmerschen Kegel verbunden werden. 

Jede der fünf Kugeln J ist die Orthogonal kngel ihrer Polaren be- 
züglich der concyklischen Complexe; denn diese Polaren fallen zusammen 
mit dem Gebüsche, welches die vier übrigen ö verbindet (23.). Die Com- 
plexe und ihre Cyklide * sind zu sich selbst invers bezüglich der fünf 
Kugeln (5.), und letztere schneiden * in fünf biquadratischen Krümmungs- 

*) Vgl. diese Sätze bei Darboux, a. a. 0. S. 113—120. 
**) Darboux, a. a. 0. S. 144. 
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liiiieu D* rechtwinklig (9.). Die zehn Schnittkreise der fünf Kugeln d sind 
die einzigen Kreiae^^welche die Cyklide * in je vier Punkten rechtwinklig 
schneiden (4.). Vier dieser Kugeln <J können reell sein; in diesem Falle 
hat die fünfte einen reellen Mittelpunkt, aber ihr Halbmesser ist imaginär. 

25. Die Polaren der concyklischen Complexe F bezttglich des 
Punktkugelncomplexes /7 bilden eine Schaar „confocaler" quadratischer 
Kugelncomplexe Z''. Dieselben werden umhüllt von den oo^ speciellen Ge- 
büschen, deren Orthogonalkugeln sich auf Punkte der Cyklide * reduciren 
(5.); jedes andere Gebüsch berührt nur einen der confocalen Complexe 1" 
(22.). Zu der Schaar gehört auch der Punktkugelncomplex (22.). 

Zwei Gebüsche sind normal und bezüglich aller confocalen Com- 
plexe /"' conjugirt, wenn sie in Bezug auf zwei derselben conjugirt sind 
(22.); zugleich sind ihre Orthogonalkugeln normal und bezüglich der con- 
cyklischen Complexe J' conjugirt. Die Polkugeln eines Gebüsches be- 
züglich der confocalen Complexe liegen folglich mit seiner Orthogonalkugel 
in einem Büschel; insbesondere bilden die Polkugeln des Gebüsches aller 
Ebenen einen Büschel cojicentrischer Kugeln, weil die Orthogonalkugel 
dieses speciellen Gebüsches mit der unendlich fernen Ebene zusammenfällt. 

26. Ein Kugelnbündel wird i. A. von zwei der confocalen Com- 
plexe i" berührt (22.). Zwei confocale Complexe werden in jeder ihrer 
gemeinschaftlichen Kugeln x' von zwei Gebüschen berührt, welche bezüglich 
beider Complexe conjugirt und folglich normal sind; sie selbst sind sonach 
in X normal. Ist x' eine Punktkugel, so berühren die normalen Ortho- 
gonalkugeln dieser Gebüsche im Punkte x' die Cykliden der beiden Com- 
plexe (3.). Die Cykliden *' der confocalen Complexe F' schneiden somit 
einander und (6.) die Cyklide * rechtwinklig in ihren gemeinschaftlichen 
Punkten; sie schneiden sich nach Dupim Theorem in ihren Krümmungs- 
linien, welche von der achten Ordnung sind. 

27. Von den confocalen Complexen /" reduciren sich i. A. fünf auf 
quadratische Congruenzen, nämlich die Polaren der singulären Complexe Fin 
Bezug auf /7. Die Punktkugeln dieser von * umhüllten Congruenzen liegen 
auf den fünf Focalcurven der Cyklide * (8., 23.); auf diese Curven reduciren 
sich fünf von den Cykliden *' der Complexe 1 ". Die Doppelkugeln d der 
fünf singulären Complexe sind die Orthogonalkugeln ihrer resp. Polaren be- 
züglich aller concyklischen und aller confocalen Complexe /'und F (24., 5.); 
jeder dieser Complexe nebst seiner Cyklide * oder *' ist zu sich selbst 
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invers in Bezog Huf jede der fünf Kugeln d (5.), Die Durchmesser dieser 
Kugeln werden folglich von den Cykliden *' in je «zwei Punktenpaaren 
involutorischer Punktreihen geschnitten. 

28. Durch eine beliebige Kugel x' gehen i. A. vier der confocalen 
(•omplexe /"*); insbesondere berührt eine Ebene i. A. vier der Flächen 
zweiter Klasse, welche von den Ebenen der Complexe P umhüllt werden. 
Ist x' eine Punktkugel, so ist IT einer der vier Complexe; in einem be- 
liebigen Punkte schneiden sich deshalb drei der Cykliden *' rechtwinklig 
(26.). Durch Inversion ergiebt sich hieraus: Von den Cykliden *' reduciren 
sich i, A. drei auf Flächen dritter Ordnung; die drei unendlich fernen Ge- 
raden derselben liegen in normalen Ebenen. Es lässt sich beweisen, dass 
die orthogonalen Cykliden *' confocal sind und die nämlichen Focalcurven 
haben wie *. 

29. Die oc^ Kreise der concyklischen Complexe J\ welche in einem 
beliebigen Kugelngebüsche enthalten sind, liegen schaarenweise auf con- 
focalen Cykliden; die Orthogonalkugel des Gebüsches hat mit * eine Focal- 
curve dieser Cykliden gemein (16.). Da i. A. vier von den Complexen 7' 
das Gebüsch berühren (28.), so reduciren sich vier der confocalen Cykliden 
auf biquadratische Raumcurven (11.)? welche Focalcurven der übrigen sind. 
Jede der confocalen Cykliden enthält zwei Kreiseschaaren des zugehörigen 
Complexes i' und berührt eine der Cykliden *' längs einer Raumcurve 
vierter Ordnung. Der frühere Satz, dass die Ebenen der concyklischen 
Complexe confocale Flächen zweiter Klasse umhüllen, ist in dem eben be- 
wiesenen enthalten. 

Mit einem Kugelnbündel haben die Complexe /' quadratische Kugeln- 
schaaren gemein; dieselben durchdringen sich i. A. in vier Punktkugeln (1.), 
sie bilden einen Büschel, und von ihnen zerfallen i. A. drei in je zwei 
Kugelnbüschel. Der Bündel enthält demnach i. A. drei paar Kreise der 
concyklischen Complexe; aber höchstens ein Paar von diesen Kreisen ist 
reell, wie leicht einzusehen ist. DurcTi zwei beliebige Punkte gehen also 
sechs Kreise der Complexe I\ aber nur zwei derselben sind reell. 

*) Die Gleichung dieser Complexe enthält einen willkürlichen Parameter A im 
vierten Grade; man erhält sie, indem man die mit — ^«4, «,, a,, «„ — i^o geränderte 
DiHcriminante der Gleichung 

KuU setzt. Vgl. die Collectanea mathematica, p. 254. 
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30. Die confocalen Complexe F' enthalten die oc* Kreise und Ge- 
raden, welche die Cyklide * der Complexe /' doppelt herlihren (vgl. 15.). 
Nämlich auf einer Kugel x' liegen von den Kreisen der P i. A. vier 
Schaaren (28.), die Ehenen derselben umhüllen vier Kegelflächen zweiter 
Ordnung, und letztere gehen durch die biquadratische Schnittcurve von x 
und *, die von den Kreisen doppelt berührt wird (16.). Anderseits gehen 
bekanntlich durch eine Raumcurve vierter Ordnung erster Art i. A. nur 
vier Kegelflächen zweiter Ordnung, und jede die Curve doppelt berührende 
Ebene tangirt eine derselben. 

Die Mittelpunkte der vier Kegelflächen bilden das gemeinschaftliche 
Poltetraeder der oo^ Flächen zweiter Ordnung, welche sich in der Raumcurve 
durchdringen. Letztere und die Cyklide * werden i. A. von 16 Kreisen 
der Kugel x' dreipunktig osculirt; die 16 Osculationspunkte liegen zu vieren 
in den vier Flächen des Poltetraeders, und in ihnen vereinigen sich die 
beiden Berührungspunkte von je einem, die Cyklide doppelt berühreiylen 
Kreise. 

31. Von den quadratischen Congruenzen, welche ein Kugelngebüsch 
y mit den confocalen Complexen F' gemein hat, berühren i. A. zwei ein 
beliebiges anderes Gebüsch yi'^ dieselben liegen in den beiden, den Bündel 
y/i berührenden Complexen F' (26.). Von den Polaren jener Congruenzen 
in Bezug auf fl gehen deshalb i. A. zwei durch eine beliebige Kugel, und 
von den Cykliden V', welche in diesen Polaren enthalten sind und die qua- 
dratischen Congruenzen einhüllen (8.), gehen folglich i. A. zwei durch einen 
beliebigen Punkt. 

Die Cykliden ^ enthalten je zwei Kreiseschaaren der Complexe T'; 
sie berühren die gegebene Cyklide * längs biquadratischer Raumcurven, 
in welchen * von den Kugeln eines Büschels, nämlich von den Polkugeln 
des Gebüsches y bezüglich der Complexe 7", geschnitten wird (16., vgl. 
25.). Die Orthogonalkugel von 7 schneidet die Cykliden *' der Complexe 
/" in Focalcurven der resp. Cykliden ^; sie schneidet die ¥^ in biquadra- 
tischen Krümmungslinien rechtwinklig. Eine der Cykliden V^ reducirt sich 
auf eine biquadratische Raumcurve (11.)? dieselbe liegt auf der Kugel J', 
in welcher einer der confocalen Complexe von y berührt wird. 

32. Die oc^ Doppeltangenten der Cyklide * bilden die tc^ Regel- 
schaaren der von den P^benen der confocalen Complexe umhüllten Flächen 
zweiter Klasse. Von diesen Flächen gehen i. A. zwei durch einen belle- 
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higen Punkt (31.) und berühren i. A. vier eine beliebige Ebene (28.); in 
einer Ebene liegen demnach i. A. acht, und durch einen Punkt gehen vier 
Doppeltangenten der Cyklide *. Von den Flächen zweiter Klasse wird 4> 
längs biquadratischer, auf concentrischen Kugeln liegender Raumcurven be- 
rührt») (31., vgl. 25.). 

Die Sätze dieser Nummer erfahren Modificationen , wenn <P in die 
unendlich ferne Ebene und eine Fläche dritter Ordnung zerfällt. 

§4. 

Der Cuinplex der Benlhnmgskugelu und die Congnienz der Knlminungskugeln einer Cyklide. 

33. Weil durch eine Kugel x i. A. vier der confocalen Complexe 
/" gehen (28.), so wird das zu x' orthogonale Gebüsch i. A. von vier der 
concyklischen Complexe /' berührt. Die vier Berührungskugeln sind paar- 
weise conjugirt bezüglich der concyklischen Complexe und folglich normal 
(2ä?); sie bilden mit % eine Gruppe von fünf normalen Kugeln. 

Wenn nun zwei dieser vier Berührungskugeln x und damit auch die 
zugehörigen beiden Complexe /' resp. r' zusammenfallen, so reduciren sich 
die beiden Kugeln, weil sie normal und bezüglich der /' conjugirt sind, auf 
eine Punktkugel P der concyklischen Complexe. Im Punkte P aber wird 
die Cyklide * aller r von der Kugel x' berührt (3.); die beiden übrigen 
Kugeln X berühren in P zwei zu einander normale Krümmungslinien von 
*, weil sie von x' in zwei die Cyklide tangirenden normalen Kreisen ge- 
schnitten werden (4.); zugleich wird x' eine gemeinschaftliche Kugel von 
zwei unendlich nahe benachbarten confocalen Complexen r', 

34. Fallen drei der vier Kugeln x in einem Punkte P zusammen, 
so osculirt x in P die Cyklide *; denn x tangirt * und eine ihrer Krüm- 
mungslinien in zwei consecutiven Punkten, ist also eine Krümmungskugel 
von *. Zugleich osculirt die vierte Kugel x in P dieselbe Krümmungs- 
linie (4.), x' aber wird eine gemeinschaftliche Kugel von drei consecutiven 
confocalen Complexen /*'. Vereinigen sich endlich alle vier Kugeln x in 
einem Punkte P, so osculirt x' die Cyklide * dreipunktig in P und ist 
vier consecutiven confocalen Complexen J'' gemein. 

Die cc^ Berührungskugeln der beliebigen Cyklide * bildeii hiernach 

*) Diese der Cyklide eingeschriebenen Flächen zweiten Grades und ihre Berüh- 
rungscurven finden sich schon bei Darboux a. a. 0. S. 1 10. 
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einen die confocalen Complexe r amhttUenden und von ihnen eingehüllten 
Kngelncomplex J^ welcher, wie wir nnten (38.) beweisen, i. A. vom zwölften 
Grade ist. Derselbe wird auch von den speciellen Gebüschen umhüllt, 
deren Orthogonalkugeln sich auf die Punkte P von * reduciren; denn jedes 
dieser Gebüsche berührt ihn in den Kugeln x', welche * in dem zugehörigen 
Punkte P tangiren, indem es zugleich die Complexe V in je einer dieser 
X berührt (5.). 

35. Von den Berührungskugeln der Cyklide * enthält jeder der con- 
focalen Complexe V die biquadratische Congruenz, welche er mit dem ihm 
unendlich nahe benachbarten Complexe V gemein hat (33.), und zwar berührt 
er längs derselben den Complex J aller Berührungskugeln (34.). Die Cyklide 

* wird in jedem ihrer- Punkte von einer einzigen Kugel dieser Congruenz 
berührt. ' Ausserdem wird ^ von einem beliebigen der Complexe r i. A. in 
einer Congruenz 16*®*^ Grades geschnitten; dieselbe besteht aus den Kugeln, 
welche die Cyklide in den Punkten der zugehörigen Krümmungslinie **' 
oder C^ berühren (6a.). Die Normalen von * in den Punkten einer Krüm- 
mungslinie C** achten Grades bilden folglich i. A. eine abwickelbare Fläche 
sechzehnter Ordnung. 

Von den Krümmungskugeln der Cyklide * enthält jeder der confo- 
calen Complexe V u. A. die Schaar achten Grades, welche er mit den 
beiden ihm zunächst benachbarten Complexen /" gemein hat (34.); und 
zwar berührt er längs derselben die Congruenz Ä^* aller Krümmungskugeln 
von *. Die Kugeln dieser Schaar osculiren * in den Punkten der zum 
Complexe 7" gehörigen Krümmungslinie **' oder (T\ doch osculiren sie 
nicht zugleich diese (?*, sondern je eine zu (T normale Krümmungslinie von 

* (6a.). Von sechzehn Kugeln djer Schaar wird die Cyklide dreipunktig 
osculirt; diese sechzehn Kugeln sind in vier successiven Complexen V 
enthalten. 

Da die Congruenz Ä^* vom 24»^«» Grade ist (vgl. 39.), so hat sie mit 
dem Complexe /' i. A. noch eine Schaar 32***^" Grades gemein. Die Kugeln 
dieser Schaar osculiren * und zugleich die zu I' gehörige Krümmungs- 
linie C** von * (6a.). Ihre Mittelpunkte liegen auf der Rückkehrcurve 
32ster Ordnung der vorhin erwähnten abwickelbaren Fläche. 

36. Die fünf quadratischen Congruenzen V enthalten je eine biqua- 
dratische Schaar von Kugeln, welche die Cyklide * dreipunktig osculiren; 
und zwar liegen deren Osculationspunkte auf je einer der fünf biquadra- 

Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 3. 29 
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39. Die Congruenz aller Erttmmangskngeln der Cyklide 4^ wird 
dargestellt darch die Gleichangen, welche durch Eliminirung von X aus 

• ^=ö' ^=^ »^»^ ^=^ 

oder auch aas: 

a,,V+2a,k+a2 = 0, a,V+2(hl + a, = 0, 02^^203^+04 = 
sich ergeben. Eine ihrer Gleichungen ist demnach 

flij Gl Oj = oder T = 0, 

Ol üi (h 

und weil auch J = S^—27T^ verschwinden muss, so ist S = die zweite 
Gleichung jener Congruenz. 

Die ErUmmungskugeln der Cyklide bilden demnach eine Congruenz 
24steii Grades, in welcher zwei Complexe 5-= und T= vierten und sechsten 
Grades sich durchdringen, und ein beliebiger Eugelnbttndel enthält i. A. 
24 Krttmmungskugeln. Durch zwei Punkte gehen also i. A. 24 ErUmmungs- 
kugeln von *, und eine beliebige Kreislinie oder Gerade wird i. A. von 
24 Krümmungskugeln rechtwinklig geschnitten. Die KrUmmungscentra der 
Cyklide liegen folglich i. A. auf einer Fläche 24ster Ordnung *). Dieselbe 
besitzt u. A. fünf biquadratische Rückkehrcurven /J*, welche von dreipunktig 
osculirenden Kugeln die Mittelpunkte enthalten (36.). 

40. Die Gleichungen der Schaar von Kugeln, welche die Cyklide 
* dreipunktig osculiren und in vier successiven confocalen Complexen 1' 
enthalten sind, ergeben sich durch Eliminirung von X aus den vier Glei- 
chungen 

oder auch aus: 

Diese Schaar wird demnach dargestellt durch die dreifache Gleichung: 

0,, : ai = a,*: a2 = Oj : Oj = 03 : 04, 

und ist, wie nähere Untersuchung lehrt, vom 32=^^®^ Grade, so dass i. A. 
32 Engeln derselben in einem beliebigen Eugelngebüsche liegen oder ins- 



*) Darboux beweist diesen Satz a. a. 0. S. 299. 
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Sur trois problfemes fondamentaux relatifs aux 

surfaces du second degr6. 

(P^r M. ff. Picquet ä Paris.) 

1. Uaus un article ins^r^ au tome 73 de ce Journal (p. 365), je 
me suis propos^ de r^soadre lin^irement les trois probl^mes snivants: 

V\ Construire par points la surface du second degr6 determin^e par 
neuf points distincts. 

2". Construire par points la biquadratique gauche qui passe par huit 
points distincts. 

3". Construire le huiti^me point d'intersection de trois surfaces du 
second degr6 dont on connatt les sept autres points communs. 

Relativement aux deux premiers, l'illustre et regrett^ r^dacteur, 
Borchardfy a fait pr^c^der mou travail de la note suivante: 

Les constructions ponr resoudre les deux premiers problemes, donnees 
par tauleur et designees par lui comme lineaireSy ne sont point de Celles aux- . 
qnelles ce nom convient dans le sens ordinaire. En effet ces deux problemesy 
poses comme le fait Vauteur^ nadmettent pas de construction lincaire, (^est-är- 
dire teile que les moyens mis en usage soient limites au plan et ä la ligne 
droite. Le premier probleme est^ comme on sait, susceptible dune construction 
lincairCy poureu que sur une ligne droite assujettie ä la condition de passer 
par tun des neuf points donnes, mais quelconque d'ailleursy ton eher che le 
second point suivant lequel eile est coupee par la surface du second degre. 
Mais ce nest pas dans ce sens que le probltme est traite par tauteur *). 

En ce qui concerne la premi^re question, je me propose ici de 
prouver que cette mani^re de voir n'est pas exacte et que ma construction 
est lin^aire, dans le sens ordinaire de ce mot, parce que c'est pr6cis6ment 
dans le sens indiqu^ ä la fin de la note du r^dacteur que je me suis plac6. 

*) Dans son premier article (t. 73) M. Picquet n'a pas communiquä les moyens qu*il 
avait employös pour achever la construction signalöe par lui ib. p. 367 — 373, et Ton ne 
pouvait gu6re entrevoir de premier abord par quel proc6d6 eile s*eflFectuerait lin^aire- 
ment. Selon toute apparence c'est pour cette raison que Borchardt a conteste le ca- 
ractere lin^aire de la construction en question. La R^daction. 
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J'essaierai ensaite de la simplifier, sans lai faire perdre son caractöre 
Unfaire. 

2. Je reprends rapidement ma construction. 

Premixe parlie. Soient 1.2.3.4.5.6.7.8.9 les neuf points donn^s; 
je constrais les trois plans 

P, = (1.2.3), P, = (4.5.6), P3 = (7.8.9) 
et les trois droites 

A = (P,.P,), B = (P,.P,), C = (iP,.P,). 

J'appelle Ci, e^, c^ et C4, C5, Cq les points d'intersection avec la droite 
C des c6t6s du triangle (1.2.3) et du triangle (4.5.6) 

Ci = (C,2.3), c, = (C, 3.1), C3 = (C, 1.2), 
C4 = (C, 5.6), C5 = (C,6.4), C6 = (C,4.5). 

Je consid^re dans le plan P^ les deux droites (1.2) et (S.cv,) et 
dans le plan Pi les deux droites (4.5) et (6.C3). Ces deux syst^mes se 
<;oupent en deux points c^ et Cq de Tarnte C et appartiennent alors ä uiie 
surface du second degr^ passant par les points 1.2.3.4.5.6. J'appelle a^ 
et «2 les points d'intersection du couple (4.5)(6.C3) avec A, et /9i, ß2 ceux 
du couple (1.2)(3.Cc) avec B; la conique (1 Mx.tx^.ßx.ß^ du plan P3 appar- 
tient ä une surface du second degr^ passant par les points 1.2.3.4.5.6.7. 

De mßme, les couples (2.3)(1.C4) et (5.6)(4.Cj) donnent sur A et 
B les points 03, a* et /?3, ft^\ les couples (3.1)(2.C5) et (6.4)(5.e2) donnent 
sur les m6mes droites les points «5, «o et /ij, ß^\ et les deux coniques 
(iMi.a^.ßi.ß^)^ (7.05-«6-/^5-/?(i) appartiennent respectivement k deux surfaces 
du second degr6 passant par les points 1.2.3.4.5.6.7. 

Toute cette premi^re partie est incontestablement lin^aire. 

Seconde parlie. Les trois coniques pr6c6demment d6termin6es dans le 
plan P3 

-2*1 = (l.a^.a-^.ß^.ß.^^ S-t = (7.a3.«4./^3./^4), ^3 = (7.ff5.ac./?5./?6) 
d^terminent un r^seau lin^aire (syst^me lin^aire k deux arbitraires) et la 
conique de ce r^seau qui passe par les points 8 et 9 est la conique de la 
surface dans le plan P3. Pour construire cette conique, il faut, comme on 
sait, construire les deux coniques 

C, = 8[-2',.:s:j, C3 = 8[-S',.-S'3], 
et la conique 9[Cj.C2] est la conique cherch^e. Tout se r^duit donc k 
savoir si Ton peut construire lin^airement la conique qui passe par un 
point P et par les quatre points communs k deux coniques d^termin^es par 
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points. C'est ce que j'ai annonc6 dans l'article rappelt plus haut (k la fin 
de la page 366) et c'est ce que je vais prouver. 

On peut en eflfet conatruire lin^airement la polaire d'un point quel- 
conque par rapport ä chacune des deux coniques et par suite leur point 
de concours. Cette construction r6p6t6e d^terminera lin^airement la conique 
cherch^e: car, si le point de concours des polaires du point donn6 P est 
Q^ la droite PQ est la tangente en P ä la conique cherch^e. Si «2 est 
le point de concours des polaires d'un point a^ de PQ, la droite Paj est la 
polaire de «i par rapport ä cette conique; si ßi est le point de concours 
des polaires d'un point ßi de Pcf.2, a^ß^ est la polaire de ßi'^ d'oü ton con- 
clut le second point dHntersecHon de Pa^ a^ec la conique et la tangente en 
ce point; etc. ... Je crois inutile d'insister davantage: je ne disconviens 
pas que la construction est longue, d'autant plus qu'apr^s avoir ainsi d^ter-, 
mine par points les deux coniques C^ et Ca, il faut encore Tappliquer ä la 
determination de la conique 9\Ci.C^\ mais eile est Unfaire, et les mots 
qui viennent d'etre mis en italiques prouvent qu'en effet je me suis plac6 
pr^cis^ment dans le sens indiqu6 ä la fin de la note du r^dacteur. 

J'avais ajout^, il est vrai, que les points d'intersection de la conique 
construite dans le plan P^ avec les droites A eX B d^terminent respec- 
tivement deux points des coniques de la surface cherch^e, dans les plans 
Pi et P2; et qu'enfin un plan quelconque coupe ces trois coniques en six 
points situ^s sur la courbe d'intersection du plan et de la surface. Aucun 
de ces couples de points ne peut s'obtenir lin^irement; mais il est clair 
qu'il suffit d'avoir construit lin^airement un point quelconque de la surface, 
füt-il dans un plan passant par trois points d^jä connus, pour que la Solution 
soit compl^tement lin^aire. 

3. Je veux k präsent simplifier la construction pr^c^dente sans 
qu'elle cesse d'etre Unfaire: k cet eflfet, je m'appuierai sur les remarques 
suivantes. 

Toutes les surfaces du second degr6 qui passent par cinq points 
definissent un Systeme Unfaire du quatri^me ordre (k quatre ind^termin^es) 
que je d^signerai par -2*1; elles sont donc couples par un plan P suivant 
un pareil Systeme de coniques. II suit de Ik que toutes ces coniques sont 
asäujetties k une m^me condition Unfaire, laquelle consiste, comme on sait, 
k etre harmoniquement circonscrites k une meme conique C, ; il est ais6 de 
coiistruire imm^diatement la conique C^. Parmi toutes les surfaces passant 
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par les points 1.2.3.4.5, il y ä en effet ane infinit^ de syst^mes de deux 
plans; Tun d'eax, qui sera par exemple le plan 1.2.3 et an plan quel- 
conque par 4 . 5, doit couper le plan P auivant deux droites harmoniquement 
circonscrites (dans ce cas conjugu^es) ä la conique C^; et comme cela a 
lieu quel que soit le plan passant par 4.5, il suit de lä que le point et la 
droite d'intersection du plan P avec la droite 4.5 et avec le plan 1.2.3 
sont p61e et polaire par rapport ä la conique C^. D'oü r^sulte une d^mon- 
stration tr^s simple de ce th^or^me bien connu: Le Systeme de cinq points 
dans tespace donne lieu ä dix plans joignant ces points trois ä trois et ä dix 
droites 'respectif)ement opposees, Un plan quelconque coupe la ßgure svivant 
dix droites et dix points correspondanis qui sont pole et polaire par rapport 
ä une meme conique *). 

Construiöons cette conique dans le plan P3; eile s'obtiendra comme 
il suit: quatre droites (123, 234, 341, 412) sont dans ce plan les traces 
des plans d^termin^s par les trois points correspondants pris dans les points 

1.2.3.4 et forment un quadrilat^re complet dont les six sommets soiit les 
traces des droites (1.2)(2.3)(3.1)(1.4)(2.4)(3.4). De mßme, les points 

1.2.3.5 donneut lieu k un quadrilat^re complet ayant en commun avec le 
premier le c6t6 1.2.3 et sur ce cOt^ les sommets (1.2)(2.3)(3. 1). Par 
suite, les triangles (1.4)(2.4)(3.4) et (1.5)(2.5)(3.5) dont les c6t^s con- 
courent deux k deux sur la droite (1.2.3) et qui sont d'ailleurs les pro- 
jections sur un mßme plan d'un meme triangle ä Taide de deux points de 
vue diff^rents, sont homologiques. IIa peuvertt donc, d'apres une condition bien 
connue, 6tre reciproquement conjugu^s k une mßme conique, comme Texige 
r^nonc^ pr^c^dent: cette conique est la conique C^. Si Ton complöte la 
iigure en construisant le centre d'homologie (4.5) des deux triangles, on obtient 
la trace sur P3 du dixi^mc cöte du pentagone et les trois droites qui joignent 
les sommets homologues sont les trois derni^res traces (1.4.5) (2.4.5) (3.4.5) 
des plans qui renferment trois des cinq points: la conique C, est ainsi sur- 
abondamment d^termin^e par des constructions Unfaires tr6s simples. 

*) Cette conique est la courbe dösignee par M. P. Serret (Giomitrie de direction, 
p.'57) souR le nom de conique cottjuguee au pentagone gauche des cinq points. On 
voit par ce qui pr6c6(le qu'il y en a une dans tout plan de Tespace; j*ai döraontre 
ailleurs (Bulletin de la Soc. math. de France, t. IV, p. 128) que le lieu de cette conique, 
lorsque le plan tourne autour d'une droite fixe, est une surface du troisiöme degrö; et 
que reciproquement, ä chaque directrice rectiligne d'une surface du troisiöme degr6 
non r6glee, correspoud pour cette surface un tel niode de gendration, les cinq points 
etant alors les cinq points de contact des plans tangents nienes par la droite k la surface. 
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Toutes les coniques du plan P^ qüi sont harmoniquement circonscrites 
ä Ci appartiennent donc k des quadriqaes passant par 1.2.3.4.5. Celles 
d'entre elles qui passent en outre par les poiiits 7.8.9 de P^ appartiennent 
ä toutes les quadriques passant par tous les points donn^s, except^ le 
point 6. Ces quadriques, ayant huit points communs, suppos^s non distincts, 
se coupent suivant une biquadratique gauche, qui a quatre points dans le 
plan P3, savoir les points 7.8.9 et un nouveau point 10, commun aussi 
par cons^quent k toutes les coniques consid6r6es. Ce dernier r^sultat ^tait 
Evident d'ailleurs, puisque ces coniques satisfont k quatre conditions Unfaires 
et appartiennent par suite k un mgme faisceau Unfaire; mais on voit par Ik 
que la construction de leur quatri^me point commun aura r^solu, tout d'abord, 
le second des troiö probl^mes que je me suis propos^s. 

J'ai indiqu^ dans ma Geometrie analyüque (p. 518) que le quatri^me 
point commun k ces coniques est le centre d'homologie du triangle 7.8.9 et 
de son triangle polaire par rapport k C^. Pour d^terminer ainsi le point 10 
on fera avantageusement usage du theor^me de Hesse^ d'apr^s lequel lorsque 
deux couples de cötes opposes (Tun qnadrilatere sont conjugues par rapport 
ä une coniqve, Wen est de merne du troisieme couple, La conique C^ 6tant 
d6termin6e, comme on Ta vu plus haut, par deux triangles r^ciproquement 
conjugues aßy^ ^'ß'y\ on obtiendra alors la polaire du point 7 de la fa^on 
suivante. Joignant la jusqu'au point d'intersection a' avec ßy et 7a' jus- 
qu'au point d'intersection a avec ß'y', les couples aa et a'a^ sont Tun et 
Tautre conjugues k C^, donc le point de rencontre 7' de aa' et de aa' est con- 
jugu6 de 7. En permutant les sommets des triangles^olaires aßy, ^'ßy ^^ 
aura de m6me un second point 7" conjugu6 de 7, et par suite la polaire 77" du 
point 7. On aurait de m6me les polaires de 8 et de 9 par rapport k Cj, et par 
suite le centre d'homologie 10 du triangle 7.8.9 et de son triangle polaire. 

Cette Solution tr^s simple a l'avantage de se r^duire imm^diatement 
k un Probleme plan qui n'offre lui-mSme aucune difficult^. 

4. Je ne me suis pas servi jusqu'k präsent du point 6. Si Ton 
remplace, dans la d^termination de la conique Cj, Tun des cinq premiers 
points par le point 6, on obtiendra dans le plan P3 une nouvelle conique 
C2, k Taide de laquelle on construira dans ce plan un nouveau point 11 de 
la conique suivant laquelle la surface cherch^e coupe ce plan. Cette co- 
nique est alors d6termin6e par les cinq points 7.8.9.10.11, et nous avons 
ainsi r^solu les deux premiers probl^mes. 
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5. En ce qui concerne la recherche dn hmiieme poinl commun ä loutes 
les quadriques qui passent par sept points donnes^ le r^dacteur a fait observer 
que ma Solution repose comme celle de Hesse sur la construction par points, 
due ä cet auteur, de la cubique gauche d^termin^e par six points. Sans 
voiiloir traiter ici la question discutable de savoir quelle peut 6tre Tanalogie 
qui resulte de cette communaut^ d'origine, je vais donner une Solution de 
ce Probleme basde sur d^autres consid^rations *). 

Soient 1.2.3.4.5.6.7 les sept points donn^s; soit P un plan quel- 
conque passant par la droite 6.7: ce plan coupe toutes les quadriques 
passant par les sept points suivant toutes les coniques d'un r^seau Unfaire, 
r^seau particulier puisqu'elles ont deux points communs 6 et 7, la troisi^me 
condition k laquelle elles sont assujetties 6tant d'ailleurs, comme on Ta vu 
plus haut, d'etre harmoniquement circonscrites ä la conique C, conjugu^e au 
pentagone gauche 1.2.3.4.5 et situ^e dans le plan P. Si Ton d^termine 
le plan P, variable autour de la droite 6.7, de teile sorte que toutes les 
coniques du r^seau correspondant aient un troisiöme point commun, ce point 
sera ^videmment le point cherch^. Or on sait que lorsque toutes les co- 
niques d'un r^seau Unfaire (ponctuel) ont trois points communs, toutes les 
coniques du r^seau tangentiel contravariant sont conjugu^es ä ce triangle. 
Mais la conique C fait partie de ce r^seau puisque toutes les coniques du 
Premier lui sont harmoniquement circonscrites; il faudra donc, en definitive, 
delerminer le plan P de teile sorte que la conique C soit conjuguee aux points 
6 et 7, et alors le point 8 cherche sera le pole de la droite 6.7 par rapport 
ä la conique C. # 

Afin d'eflfectuer cette determination, nous remarquerons deux choses: 

r'. Le lieu de la conique C est une surface du troisi^me degr6 
passant par la droite 6.7, et tangente k chacun des plans passant par cette 
droite et Tun des points 1.2.3.4.5 respectivement en ce dernier point**). 



*) Quelque temps apr^s que ces lignes ont 6t(^ ^crites, a paru dans le eahier 
pröc^dent de ce volunie (p. 128) une note tr6s interessante, due k M. F. Caspary, r€- 
solvant la menie question sans l'emploi de la cubique gauche, et rappelant qu'outre 
la Solution de Hesse et la premiöre que j'ai donnöe, toutes Celles qui .sont connues 
jusqu'ii ce jour (v. Staudt, H. Müller, Slurm, P. Serret, Reye, Schröter et Zeuthen) ont 
recours ä cette courbe ou k un hyperboloide. Je ne crois pas me tromper en disant 
que la Solution que je präsente aujourd'hui n'a pas d'autre analogie avec celle de 
M. Caspary que celle de ne pas les employer, et d'etre par cons^quent, comme eile, 
relativement simple. Le 9 novembre 1885. 

**) Voir loco citato (Bull, de la Soc. math. de France, t, IV, p, 128), 
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Par suite, en vertu d'une propri^t^ bien connue des surfaces du troisi^me 
degr6, toutes les coniques C d^tetrainent sur la droite 6.7 des couples de 
pointÄ en involution. 

2". A chaque couple de Tinvolution correspond un seul plan P, qui. 
est le plan tangent, unique, ä la surface du troisi^me degr^ en chaque 
point du couple; et r^ciproquement, ä chaque plan P correspond un seul 
couple, d^termin^ par la conique C de ce plan, II suit de \k que le rap- 
port anharmonique de quatre plans P est le raerae que celui des quatre 
couples correspondants. Or on trouve imm^diatement le couple correspon- 
dant ä Tun des plans passant par 6.7 et Tun des cinq premiers points. La 
conique C situ^e dans le plan 5.6.7, par exemple, est en eflfet le couple 
de droites men^es par le point 5 et conjugu^es ä la fois aux couples de 
droites qui joignent ce point aux couples de soramets oppos^s du quadrilat^re 
complet r^sultant de Tintersection du plan avec le t^tra^dre 1.2.3.4. Ceci 
resulte de la consid^ration des deux triangles, ayant dans ce cas particulier 
le point 5 pour sommet commun, et qui doivent etre r^ciproquement con- 
jugu^s par rapport k la conique C. Par cons^quent, enfin, le probl^rae se 
trouve ramen^ k un probl^rae plan qui est le suivant. 

Etanf donnes trois couples d'une involution^ determines chacun comme 
etant conjugues ä deux couples donnes^ trouver le rapport anharmonique de 
ces trois couples et du couple de finvolution qui est conjugue ä un couple donne. 

Lorsque ce probl^me sera r^solu, il suffira de mener par la droite 
6.7 un plan faisant avec les trois plans correspondants (5.6.7) (4.6.7)(3.6.7), 
par exemple, le rapport anharmonique donn^; et dans ce plan, le point 8 
sera le pole de la droite 6.7 par rapport k la conique C, point que nous 
savons construire lin^airement. 

Or la Solution du probl^me plan est des plus simples; le rapport 
anharmonique de quatre couples d'une involution Unfaire est, en effet, celui 
des conjugues harmoniques d'un mßme point quelconque de la droite par 
rapport k ces quatre couples. Si donc Ton choisit le point 6, son con- 
jugu6 par rapport k Tun des trois premiers couples se d^termine lin^aire- 
ment*), et son conjugu^ par rapport au quatri^me est connu, c'est le 
point 7. 

La construction est donc d^finitivement la suivante: 



*) Giondtrie analytique, p. 362. 
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V\ Dans le plan 5.6.7, on joindra le ppint 5 ä denx des trois couples 
<[e sommets oppos^s du quadrilat^re complet r^sultant de l'intersection de 
ce plan avec le t^tra^dre 1.2.3.4. On aura ainsi sur la droite 6.7 deux 
. couples de points a, a et b, 6' : par le point 6, on m^nera une droite quel- 
conque qni conpera le couple (5.a^5.a) aax points c et c ; on joindra hc 
qui coupera 5a' en d, et b'c' qui coupera 5a en d* ; la droite dd' d^terminera 
,sur 6.7 le point a, conjugu^ de 6 par rapport au couple cpnjugu6 commun 
ä aa* et bb\ 

2'\ Les m^mes constructions dans les plans 4.6.7 et 3.6.7 d^termine- 
ront les points ß et y, respectivement conjugu^s de 6 par rapport ä chacun 
des couples de droites formant la conique C dans chacun de ces plans. 

3". On m^nera par 6.7 un plan formant avec les trois pr^c^dents un 
rapport anhannonique ^gal k celui des quatre points 1 .a.ß.y. 

4". Dans ce plan, le point 8 cherch6 sera le p61e de la droite 6.7 
par rapport ä la conique dont deux triangles polaires sont les traces sur 
le plan des trois droites (1.4) (2.4) (3.4) d'une part, (1.5)(2.5)(3.5) d'autre 
part. On emploiera k cet effet la construction corr^lative de celle qui a 6t6 
indiqu^e plus haut pour d^terminer la polaire d'un point donn6 par rapport 
k cette conique. 

Bagn^res de Luchon, le 4 Septembre 1885. 
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Bemerkung zu dem Aufsatze von Herrn Franke in 
Dessau: „Ueber gewisse Linien im Dreiecke", dieses 

Journal Bd. 99, S. 161. 

(Von Herrn JET. Schröder in Breslau.) 



llerr Franke hat a. a. 0. einige Sätze über das ebene Dreieck durch 
analytische Rechnung bewiesen, welche bereits vor längerer Zeit nebst vielen 
andern dazu gehörigen Beziehungen in dem Aufsatz: „Erweiterung einiger 
bekannten Eigenschaften des ebenen Dreiecks'^, (dieses Journal Bd. 68, S. 219 flf.) 
von mir ausgesprochen und auf sjTithetischem Wege nachgewiesen worden sind. 

Diese Sätze sind nämlich nur besondere Fälle eines allgemeineren 
Satzes, welcher in den in meinem früheren Aufsatze angestellten Betrach- 
tungen enthalten ist, der aber auch in einfachster Weise unmittelbar ein- 
gesehen werden kann. Dieser Satz lautet: 

y,Wenn man in der Ebene eines Dreiecks 3(33© zwei beliebige Punkte 
$ und ^1 annimmt und die Durchschnittspunkle bestimmt: 

(81^, »S) = a, (8l^„ ©S) = a„ 

80 liegen sotpohl die fünf Punkte: 

^, %, (bc„ cb,), (ca„ oc,), (ob,, bo,) 

auf einer und derselben Geraden, als auch je vier Punkte: 

% (bc„ cb,), (ob,a,b,), (oc, a.c,), 
33, (CO,, oc), (bc, b,c,), (bo, b,a,), 
©, (ob,, bo,), (CO, c,a,), (cb, cb,) 

auf einer Geraden und die sechs Punkte o, b, c, 0,, b,, c, auf eineth Kegel- 
schnitt.'' 
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Der erste Theil des Satzes geht aus der Bemerkung hervor, dass 
dem Lmienpaare |21S3|, |2l©| das Pascahche Sechseck bS3b,cSci, 

|93e|, |iV2l| . - - cSc,a9Ia„ 

\m\, \iil^ ' - - aStaibSBbi 

einbeschrieben ist. 

Der zweite Theil des Satzes folgt daraus, dass jedes der beiden 

StrahlbUschel 

a (b c 81S), 

ai(b,c,2t93) 

ein harmonisches Büschel ist, folglich die beiden BUschel projectiv sind 
und perspectiv liegen: auf ihrem perspectiven Durchschnitt liegt auch der 

vierte Punkt 

(bci, cb,), 

wie aus dem Pa«ca/8chen Sechseck 

• abCiUibiC 

hervorgeht, und dass diese sechs Punkte in der That auf einem Kegelschnitt 
liegen, also ein Pascahches Sechseck bilden, kann so erwiesen werden: 
Für sämmtliche Kegelschnitte, welche durch die vier Punkte 81, 33, ©, ^ 
gehen, ist bekanntlich das Diagonaldreieck abc ein Polardreieck; für sämmt- 
liche Kegelschnitte, welche durch 81, S3, S, ^i gehen, ist in gleicher Weise 
QibiCi ein l^olardreieck; für den einzigen Kegelschnitt, welcher durch die 
fünf Punkte 8(, 33, ©, % % geht, müssen also sowohl abc als auch aib,c, 
Polardreiecke sein, und da die sechs Ecken zweier Polardrciecke für den- 
selben Kegelschnitt bekanntlich selbst auf einem Kegelschnitt liegen, so 
folgt die obige Behau])tung. 

Wenn man insbesondere für $ = © den Schwerpunkt des Dreiecks 
8133S und für ^i = |) den Höhendurchschnittspunkt wählt, so erhält man 
die ersten Sätze von Herrn Franke^ da der Mittelpunkt 9Jl des umschriebenen 
Kreises bekanntlich mit © und |) auf derselben Geraden liegt. Wenn man 
andererseits flir ^ = © den Schwerpunkt des Dreiecks 8133© und für ^i = D 
den Schnittpunkt der drei Strahlen wählt, welche von den Ecken des Drei- 
ecks nach den Berührungspunkten der gegenüberliegenden Seiten mit den 
angeschriebenen Berührungskreisen gehen, so erhält man die letzten Sätze 
des Herrn Franke, da bekanntlich die Punkte © und D mit dem Mittel- 
punkte 3 des inneren Berührungskreises auf derselben Geraden liegen. Die 
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letztere in elementarer Weise leicht zu beweisende Behauptung ist von 
Herrn Nagel in Ulm ausgesprochen worden, wie sich in den Nouvelles 
Annales de mathematiques (1860) p. Terquem et Gerono, tome XIX p. 354 
angegeben findet. • 

Uebrigens bemerke ich, dass der erste besondere Fall des allgemeinen 
Satzes und einige weitere hinautretende Eigenschaften auch in meiner Bear- 
beitung von Jacob Steiners Vorlesungen über synthetische Geometrie, Th. II: 
I>ie Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projectivische Eigenschaften, 
2. Aufl. 1876, S. 84 u. 85 unter: „Aufgaben und Sätze" angeführt sind. 

Breslau, den 26. October 1885. 
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lieber die partiellen Differentialgleichungen zwischen 

den Ableitungen der hyperelliptischen Thetafunc- 

tionen nach den Parametern und nach den 

'Argumenten. 

(VoH Herrn Ed. Wiltheiss in Halle a. 8.) 



Uifferentiirt man die elliptischen Thetafunctioiien einerseits nach 
dem Parameter, bez. den Parametern, und bildet man andererseits die beiden 
ersten Ableitungen nach dem Argument, so besteht bekanntlich zwischen 
diesen drei Ableitungen und der Thetafunction selbst eine lineare homogene 
Differentialgleichung, die übrigens je nach den verschiedenen Formen der 
Thetafunction, die man zu Grunde legt, unti je nach der Wahl der Grössen, 
welche man als die Parameter betrachtet, nach denen differentiirt wird, 
unter sehr verschiedenen Gestalten erscheint. So ist, wenn man die Jaco6ische 
Thetafunction nimmt und nach q differentiirt, 

4flf - --r - ^ % - ■ = ('ör A = n. 1. 2. 3) 

'■ CIJ: CX 

die betreffende Differentialgleichung. Legt man dagegen die von Herrn 
Weierstrass ttir die ungerade Thetafunction enigefllhrte Form nu zu Grunde 
und wählt die Invarianten g2 und g^ als die Parameter, so wird die Diffe- 
rentialgleichung: 



^ ^ dau . ., ., dau , .. d*au 



äg, • ''^' dg, 

In dieser Form hat die Differentialgleichung mehrfach Anwendung ge- 
funden: so zur Bestimmung der Coefficienten in der Entwickelung von ou 
nach Potenzen von u (vgl. Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1882, 
I, S. 443); ferner zur Aufstellung des Multiplicationstheorems der Function 
au (siehe dieses Journal, Bd. 81, S. 301 ff.). Diese Form der Differential- 
gleichung zeichnet sich ausserdem dadurch aus, dass man sie unmittelbar 
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d* 

aus der Differentialgleichung für pu = —-j-jlg ou ableiten kann, obne sonst 

etwas Weiteres aus der Theorie der elliptischen Functionen als bekannt vor- 
auszusetzen. 

Im Folgenden will ich nun die entsprechenden partiellen Differential- 
gleichungen für die byperelliptischen Thetafunctionen entwickeln, und zwar 
flir die Thetafunctionen in der von Herrn Weierstruss eingeführten Form: 

Als die Parameter, nach welchen differentiirt wird, sollen, wenn ^^R(x\ wo 

(1.) fi(ar) = 'z'a^x^ = n(x-a,), A,^,,= 1, 

die in den hyperelliptischen Differentialgleichungen vorkommende Irratio- 
nalität ist, die Grössen fli„ aj, ... ch^ dienen. Dabei werde ich, wenigstens 
flir die Fundamental -Thetafunction , aus der Theorie der hyperelliptischen 
Functionen nur die hyperelliptischen Differentialgleichungen und die darauf 
beruhendie Darstellung der Integrale dritter Gattung durch die Thetafunctionen, 
und ausserdem nichts, auch keine weiteren Eigenschaften der Thetafunc- 
tionen voraussetzen. 

Die Differentialgleichungen, zu denen ich kommen werde, sind eine 
andere Form der von Riemann aufgestellten Gleichungen: 

(Riemann, Gesammelte Abhandlungen, S. 131.). . In einer noch anderen 
Form finden sich diese Differentialgleichungen bei Forsyth (Transactions 
of the Royal Society, t. 185, III). Aber bei beiden wurden zur Aufstellung 
der Differentialgleichungen die Entwickelungen der Thetafanctionen benutzt. 



§1- 

Da diese von Herrn Weierstrass eingeführten Thetafunctionen und 
ihre Beziehung zu den hyperelliptischen Integralen nicht so allgemein be- 
kannt sind, als ich es im Folgenden nothwendig habe, so will ich in diesem 
Abschnitt näher auf diesen Gegenstand eingehen. 

Zu einem bezüglich dieser Thetafunctionen zusammengehörigen System 
von Normalintegralen erster und zweiter Gattung kommt man dadurch, dass 
man 2p linear unabhängige Functionen von x, und zwar p vom (p— 1)^^»^ 
und die andern p vom (2?— 1)*«^ Grade, bildet: 

Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 3. 31 



238 Wiliheiss, zur Theorie der hypereUipiischen Thelafunclionen, 

u 

(wo die Sammation bezüglich X von 1 bis (»^ bezüglich /ti von 1 bis 2(> 
auszuführen ist), und dann die Coefficienten c„xj c^u dadurch von einander 
abhängig macht, dass man die Functionen G und H der Bedingung unter- 
wirft, die Gleichung 

rn y-^(^k ^1^1« ^ r_y+y ^ ^ = v»>^a ö(x). ^i^_rJ^+y l>i 

identisch zu erfüllen. Dabei bedeutet y, bez. y' einen, aber wo dieser 

Buchstabe vorkommt, immer den gleichen der beiden .Werthe von }fR(x), 

bez. }lR{x); und die Summation über a ist hier, wie überall im Folgenden, 
wo über a oder /3, y, d zu summiren ist, von 1 bis p auszuführen. Trotz 
dieser Beschränkung bleiben die 2(> Functionen linear unabhängig, aber von 
den 3p^ Coefficienten werden ^p(3e— 1) Functionen der übrigen und zwar so, 
dass man die c^ß willkürlich wählen kann, während alsdann die c^^^ß und 
ein Theil der Caß bestimmt sind. Insbesondere kann man die c^ß = 0, wenn 
a ^ ß, und die c„„ = 1 setzen ; man erhält dadurch ein specielles System, 
das weiter unten öfters gebraucht werden wird: 

(2.) H\xX = x"-\ GX^^X - -'2:>+l)^A..a.iar"^H2:y.;,x''"\ 

A=" ff 

(vgl. (1.) in der liinleitung), wobei y^ß = y^« sein muss. Zu dem zusammen- 
gehörigen System der Normalintegrale erster und zweiter Gattung kommt 

dx 

man nun, indem man die Functionen H(xX und G(x)^ mit -^ multiplicirt 
und alsdann diese Ausdrücke integrirt: es bilden 

das System der Normalintegrale erster Gattung, und 



y 



/G(x)„ .V- («=1.2,...e) 



2y 

dasjenige der Normalintegrale zweiter Gattung. 

Das Normalintegral dritter Gattung endlich wird vermittelst der schon 
in der Gleichung (1.) auftretenden Function 



gebildet: es ist dasselbe 



jH{xy\ xy)dx. 
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Wenn man nun p Variabein «i, w^, ... u^ durch die p Gleichungen ' 

wobei aber zu jedem der Xß ein bestimmter Werth yp = iR(x^ gehören 
soll, von den Grössen rci, Xj, ... x^ abhängig macht," so kann man die 
Integrale zweiter und dritter Gattung durch diese ?/i, 11.2, ... u^ ausdrücken, 
und zwar mit Hülfe einer einzigen Function, der Fundamental-Thetafunction: 
(9(t/i, ?/2, ... f/^). Es ist, wenn man einfach ö(tt„), oder auch nur 0{u) anstatt 
(')(j/i^f/2 Wj,) schreibt, 

(4.) Zj H{xy, xy)dx = lg — --^ -+^ti„y G{x)^-^, 

wobei 

/•'' dx 

C(.t)„ w' die Integrationsconstante so zu bestimmen ist, dass das 

Integral zugleich mit y = \~R{x') sein Vorzeichen ändert. — Dies bis hier- 
her Mitgetheilte genügt, wie man sehen wird, zur Aufstellung der betreifen- 
den Differentialgleichung für die Fundamental-Thetafunction. — 

Die Fundamental-Thetafunction kann man in eine p-fach unendliche 
Reihe von Exponentialgrössen entwickeln, bei denen die P]xponenten homo- 
gene Functionen zweiten Grades der Argumente Wj, w^, . . . «^ und der 
Summationsbuchstaben sind. Die Constanten in diesen Exponenten bestimmt 
man in folgender Weise: Man nehme die Bezeichnung der Wurzeln von 
R{x) mit ö„, öl, ... Ö2^ so vor, dass bei je zwei der Wurzeln, a^ und ö^, 
der Index x grösser sein soll als der Index it, wenn der reale Theil von 
a, grösser ist als derjenige von a,, oder bei gleichen realen Theilen, wenn 

der durch i = 1^—1 dividirte imaginäre Theil von ax grösser ist als der 
durch i dividirte imaginäre Theil von a^. Sodann verstehe man unter 

(]-R(x)) denjenigen der beiden Wurzelwerthe von fR(x)^ welcher sich aus 
der Gleichung 

(l'ß(^)) = //l'^-a. 

r-rii 

ergiebt, wenn man auf der fechten Seite das Vorzeichen jedes einzelnen 
Factors Var~a^ so nimmt, dass derselbe in seinem realen Theile positiv 
oder, wenn dieser Null ist, in seinem durch i dividirteii imaginären Theile 
positiv ist. Hierauf setze man 
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•C, ^'^' "»I^» wf = '"■" H. ^"^' ^^swT = "•" 

für cf, /i = 1, 2, ... p, wo die Integration bei jedem einzelnen Integral auf 
directem Wege zwischen den beiden Grenzen auszuführen ist, bilde die 
Determinante 



Ö^il, «>.'2, . . . t«ip 



= «>, 



und bezeichne darin die Adjuncte von lo^ß mit (w)^;?. Setzt man nun 

\ 

Ttt fii 

so ist 

(6.) 2:e'?<**^^*^"'^\ 

wenn man die Summation bezüglich y,, r^? • . . ^^ je über alle ganzen 
Zahlen von — oc bis +(» ausführt, die Fundamental-Thetafunction, 

Die Grössen ü>„^, co^^^, ?y„^, ?;^^ sind nicht unabhängig von einander, 
sondern durch gewisse Gleichungen verbunden , die man durch Integration 
der Gleichung (1.) erhält; dieselben kann man, wenn man 

P P 

setzt, wo die pß^ qß, pß, qß ganze Zahlen sind, in die einzige Gleichung 
zusammenfassen : 

Lässt man bei der Fundamental-Thetafunction den allen Gliedern 
der Summe gemeinsamen Factor e''^"^ weg, setzt 

ni ^ . 

^ ß 

so ist das, was man erhält, die von Riemann (Gesammelte Werke, S. 121) 
mit 0'(f)i^V2^...v^) bezeichnete Thetafunction. 
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Ausser dieser Fundamental -Thetafunetion existiren noch 2^^ — 1 der- 
artige Thetafunctionen. Dieselben kann man in ähnlicher Weise wie die 
Fundamental-Thetafunclion definiren, indem man nur in den Gleichungen 
(3.) und (4.) die unteren Grenzen der Integrale ganz oder zum Theil durch 
andere der Ox und durch den Werth cx) ersetzt. Man kann sie aber auch 
direct aus der Fundamental -Thetafunetion ableiten: es ist, vorausgesetzt, 
dass nicht alle pß, qa gerade Zahlen sind, 

'-'2:\Va(u+itOa)-paqa-r\ 

(7.) 0(u^)x = i'e(u^ + o^a)e " ^ ^ ' 

eine der übrigen Thetafunctionen. Dabei ist P eine ganze Zahl! deren 
Werth von den pß, q^ abhängt. 

Alle diese Thetafunctionen, insbesondere auch die Fundamental- 
Thetafunction, haben die gemeinschaftliche Eigenschaft, dass 

(8.) 0(fi, + 2a>J, = f0(fi),e- 
wo f, das den Werth +1 oder — l hat, von dem Index /. und den Zahlen 

Pßy q'ß in w^ abhängig ist; für die Fundamental-Thetafunction ist e immer 
gleich + 1. 

Das bisher in diesem Paragraphen Mitgetheilte ist das, was ich als 
bekannt annehmen muss für meine eigenen Entwickelungen , zu denen ich 
jetzt übergehe. 

§2. 

Ehe ich mich zur Aufstellung der fraglichen Differentialgleichung 
selbst wende, muss ich vorher noch einige Htilfsgleichungen entwickeln, 
was in diesem und dem nächsten Paragraphen geschehen soll. Und zwar 
will ich in diesem Paragraphen Formeln für die Ableitungen der Integrale 
erster und zweiter Gattung 

nach einer der Wurzeln a, von ß (x) = bilden. — Es ist 



d_ H(xX. _ r H(xX , a „. . -|J_ 

öa, 2y ~ L2(x-a.) CO; ^ ■^"J2y 

^ r tf(x)..-fl(a ..). d , . 1 1 , //(«.).. 1 
L 2(aj-o,) '^ dai^^^"S2y^ 2(x-ai) 2y 
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Der in der Klammer stehende Ausdruck ist eine ganze Function von x 
von höchstens dem (p — 1)*«'^ Grade, und kann demgemäss als lineare Function 
der H{x\ dargestellt werden. Setzt man daher 

wo die h„fi Constanten bedeuten, so ist 

. d H{x\ _ . g(x> ff(o,), \_ 

^^•^ da, 2y'-f'*'fi 2y '^ Xx-a,) 2y' 

Um nun noch das zweite Glied der rechten Seite umzuwandeln, multiplicire 
ich die Gleichung (1.) in § 1 mit 2y' und lasse alsdann in derselben, nach- 
dem ich die Differentiation j-i (-^^^t • ö") ansgefllhrt habe, x mit o, zu- 
sammenfallen. Ich erhalte, wenn ich die Ableitung von R(x) mit R'(x) 
bezeichne : 

(x-a02y rfx V^Z o^ ; + f lG(o,> -2j, -^'W/»-2y- -;• 

Dadurch geht die Gleichung (2.) über in 

d B{x).. H{x\, 

far 2y~ - f'*''P'2y 

+ "2«'(a,) tf'^^^'''^'' 2y ""W^" 2y ' V~ dx Va,_a.Jj- 

Hieraus folgt unmittelbar, wenn die untere Grenze o; von o, verschieden ist: 

daj ~2y "-^ - fV/ 2j, "^ 



(3.) 












Ist aber die untere Grenze a^ mit a, identisch, so bleibt dieser Ausdruck 
wohl richtig; aber um dies zu zeigen, bedarf es noch einer weiteren Ent- 
wickelung. Zu dem Zwecke bezeichne ich mit a eine Grösse, die wenig 
von üi verschieden ist und theile das zu bestimmende Integral in zwei 
Integrale: 



ti; «i O 



Das zweite Integral ist alsdann 
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a a 



+ 



HC 
2R 



WO b der Werth von y ist, der x^a entspricht. In dem ersten Integral 
mache ich die Substitution 

wo $(0i wie weiter unten $i(6), ^(ö), ?ß3(a) Potenzreihen von ^, bez. b 
und a bedeuten. Der unteren Grenze x = ö, entspricht / = 0, und der oberen 
Grenze x — a ein Werth / = /i , der durch 

« = a,+ -^, 6 = /i(l+«?W)) oder t, = b{l+b'%(b')) 
bestimmt ist; aus der letzteren Gleichung folgt insbesondere 

Durch diese Substitution wird 



und hieroas ergiebt sich 

d /''H{x\ 



(6.) 



öa,» 



/ 



«.- 



2y 



rfx 



g(a.)a 



2R\ai) a—üi 



+ b%(a). 



Setzt man nun die Ausdrücke (5.) und (6.) für die Integrale in (4.) ein, 
und lässt alsdann a mit a, zusammenfallen, also 6 = werden, so erhält 
man genau die Gleichung (3.). Diese ist also richtig, mag a^ von a, ver- 
schieden sein oder nicht. 

Bezüglich der Integrale zweiter Gattung findet man durch die gleiche 
Betrachtung zuerst, dass 

^'•^ üa, 2y ~ ~' 2(x-^'a-j"2y '^f\^"^ 2y ^" 2y )' 

und hieraus sodann 



(8.) 



Qüi^ 






fW"'f'^-»i..y'if--) 



"i 



2y 






"A , «A 
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wobei a,^ mit a. identisch, oder von 0. verschieden sein kann. Die Con- 
stanten g^ß und h'fia sind dadurch bestimmt, dass 



(9.) 



Die thatsächliche Bestimmung der g^ß und h^ß erfordert, wenn man ftir 
die Functionen G(xX und H(xX nicht specielle Formen annimmt, zu um- 
fangreiche Rechnungen, um sie hier wiederzugeben. Ich will mich daher 
darauf beschränken, die Beziehungen zwischen diesen Constanten aufzustellen, 
so weit es für die folgenden Entwickelungen nothwendig ist, und nur tlir 
zwei specielle Formen der G(x\ und H(xX die Werthe der g^ß und h„ß be- 
stimmen, bez. ihre Werthe bloss angeben. 

Ich diiferentiire zu diesem Zwecke die Gleichung (1.) aus § 1 nach 0,: 



(10.) 



d { d c y+y' i_\_ d_ /y'+y i M 
dOi I dx' V x—x' 2y ) dx \ x'—x 2y' A 



d ) ff(^)„ j?(*')a 

"ÖO. r «" 2y 2y' 



H{x'\ G(x), 



Auf der recliten Seite erhalte ich, wenn ich die DiflFerentiation austllbre 
und ftlr die partiellen Ableitungen der Functionen G(jc)„ : 2y und H(xX : 2y 
die Ausdrücke (2.) und (7.) einsetze: 

^ ^: \h.ßG{x\tKx)^-VH(x)„{g„pH{x\-h!ß„G(x');) 



(11.) 



4yy' «/ 



-h,ßG{xXH{x\-H{x'X{g„,H{x)^-h],„G(x)p)\ 



- ^^ A„:(Ä(^% r;(o,X-^(a.)G(ar').)] • 

Auf der anderen Seite ist 

oa, I rfj:' V x-x' 2y /> ~ 8yy'(x-o.)(x'-a.) ^ ^ '^ x-Oi J 

Nun ist /i(a;') :x'—a, = r(x') eine ganze Function von x', welche die Eigen- 
schaft hat, ftlr x = a, den Werth R'(ai) anzunehmen. Ich kann daher 






i d_ ( y+y' \ \i ^ 2r(x')-/}'( x')-2r (a,)+fi'(o.) ■ «'(« ■) 

, Vrfj;' Vx-x' ' 2y /• %yy'(x—a,){x'-a^ "*" SyyXa'— a<)(x'— a.) 



schreiben, oder wenn ich (2r(a;')— Ä'(^')~2r(o,)+Ä'(a,)) : (x'— o,) mit /"(a?') 
bezeichne, wo /"(x') eine ganze Function ist: 

ö_S_d (y+y' J_N. ^ J(0_ I fl'(« 

)a. Idx'Vx-x' 2y /• Hyy'(a;— o.) f<yy'(x— o,)(x'-a,) 



da 
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Demnach ist die linke Seite der Gleichung (10.) gleich 

n9^ _^^) /&)__ 

Die beiden Ausdrücke (11.) und (12.) müssen aber, da sie mit den beiden 
Seiten der Gleichung (10.) identisch sind, einander gleich sein. Daraus 
folgt, wenn man die beiden Ausdrücke mit y(x—ai) multiplicirt und dann 
X = Oi werden lässt, dass 

f(x) = 2:H(adaG(xX-HCxXG(aX; 

a 

und das Gleiche findet bezüglich f(x') statt. Mithin mnss, damit die Aus- 
drücke (11.) und (12.) einander gleich sein können, 

^^\h„ßG(x'XH(x)ß+H(:xX9aßH(x')f,-hß„G(x');)-Ki,G(xXH(x')s 

-H{x'\{g,f,H{x)i,-h'ßMx)ß)\ = 

sein. Da aber die G^ und H^ linear unabhängig sind, kann diese Gleichung 
nur dann bestehen, wenn die Coefficienten der G{x)^ und H{x\, bez. der 
G(x\ und H{x\ einzeln verschwinden, wenn also 

(13.) h^ß = h'^ß, g^ß = Qßa (er, /j = 1, 2. . . . p) 

ist. 

Die Ausdrücke für die g„ß, h,ß sind, wie schon oben erwähnt, ziemlich 

complicirt, solange die Functionen G(x)a und H(x\ ganz allgemein bleiben. 

Nimmt man aber die speciellen Functionen G\x\ und It\x)^ (vgl. § 1 (2.)) 

und setzt ausserdem y^ß = 0, so ist 



(14.) 



j 0, wenn a ^ ß, 
"" " 1 K"""', wenn a > ß; 



_ fiö(a,)„:af, wenn a^ß, 
^^"^ ~ l|G(a,)^:<, wenn a^ß. 

Das erstere ergiebt sich unmittelbar aus (1.); denn es ist 

die Bestimmung der g^ß erfordert mehr Rechnung, so dass ich sie hier nicht 
wiedergeben will. 

Eine weitere Form der Function G{x)^ und H{x)a ist sehr bemer- 
kenswerth; Setzt man in 
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(l.) 



\ ap ^'*p p • 



dx 



2y ' 

andererseits differeiitiire ich diese Gleichung nach x und berücksichtige 
dabei, dass 

OWa CUa OX' 2y' ^ ^^ 

ist: 

«2a -1 

oder, wenn ich mittelst der Gleichung (1.) aus § 1 die Ableitung von 
H{xy\xy) nach x entferne: 

Die rechte Seite dieser Gleichung setze ich nun in die Gleichung (1.) an 
Stelle von 

und erhalte, wenn ich zugleich auch diejenigen Glieder ^und dazu gehört 

G(x)ß-^) weglasse, welche 

ihr Vorzeichen ändern, wenn ich y' mit — y', also auch w^ mit — «?„ ver- 
tausche, und welche demnach fUr sich allein einander gleich sein müssen: 



(2.) 



«2/J-l 



A xa—x ^ „ 2«/Ä öw„ ^ "^ ^ 



i dxf 

In dieser Gleichung ist x vollkommen beliebig. 

Da die Functionen H(x')„ linear unabhängig sind, so kann man aus 

dieser Gleichung die Ausdrücke für — 1~^ selbst bestimmen; man braucht 
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imr dem x* p verschiedene Werthe zu geben und alsdann die entstehenden 
Gleichungen aufzulösen:, 

wo Ra eine rationale symmetrische Function von ari^i, X2yz^ ... ir^y^ ist. — 
Dies ist die Darstellung der Normaliniegrale zweiter Gattung durch die Funda- 
mental- Thelafunclion. 

Eine Gleichung für die ß„ kann man noch dadurch ableiten, dass 

man den Ausdruck ftir -4^-^ aus (3.) in (2.) einsetzt: 

(4.) ^ff(Afi, = |:^,,(i-j;4-|a«M.> - 

Die beiden Hauptgleichungen, (2.) und (3.), zu denen ich gekommen 
bin, will ich nur für den Fall, dass ich für die Functionen G(x\ und H(x\ 
die speciellen Formen G"(^)u ^"d H^\x\ dieser Functionen nehme, noch 
weiter verfolgen. 

Die Gleichung (2.) geht dadurch, da H^\x)^ = x"'^ ist, über in 

«2/9-1 

(wo u^l zu H^\x)^ in derselben Beziehung stehen soll, wie u^ zu H(x)^^ 
und dividirt man diese Gleichung durch x^~^ und lässt x unendlich werden, 
so ergiebt sich 

und hieraus erkennt man beim Vergleichen tiiit (3.), dass für dies specielle 
System GiXx\ und H^\x)^ die Function 

(6.) ß^ = 0. - 

Ich diflferentiire nun die Gleichung (5.) noch einmal: 

und eliminire aus derselben und aus den Gleichungen 

dnl = Zx}-'^^ (« = i,2,...o), 

ß "^ ^Vß 

welche sich für die speciellen Functionen H'\x)^ aus den Gleichungen (3.) 

in § 1 ergeben, die Differentiale dXß. Das Resultat der Elimination ist die 
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Determinante 



f %%^^ ^^^^ ^'(^^)^^ ^'(^^)e. • • • ^<^^^> 



rf<. 






X2 y 



• • • 



a? 



a— 1 



= 0, 



in der die zweite, dritte, u. s. w. Zeile ans der zweiten entsteht, indem ich 
a = 1, 2, ... p werden lasse. Da die rf«", rfiilj, ... rfw" von einander un- 
abhängig sind, und die Gleichung für alle Werthe dieser Grössen bestehen 
muss, so kann ich insbesondere du^ = x"~^ dt setzen, wo die Variable x und 
das Differential dt vollkommen beliebig sind, und nach dieser Substitution 
das Differential dt wegdividiren : 



f ^al^iy^ ^'"^ ^^(^^)^^ ^^(^^)e. ••• ^^(^.) 



X 



a-1 



iP 



0—1 

1 9 



X 



a-l 

2 y 



X 



9^9 
0—1 



= 0. 



Jetzt setze ich in diese Determinante für (j'(x,\ den betreffenden Ansdruck 
(vergl (2.) in § 1): 

wodurch sich dieselbe nach einigen Reductionen in 



-l^+?(^^!^-^.»)^-|+-'. -f. 



X 



X' 



9 

0—1 



2? 



X* 



* . 



X 



a-l 



= 



verwandelt, nnd zerlege sie dann in zwei Determinanten, so dass ich erhalte: 






/j ^ dugdu^ 



x^, 



X2 , 



. . • 



o: 



a-l 



X 



17 



3?2, 






• • • •*'« 

.0-1 



• • • 



x: 



wobei bei der ersten Determinante die verschiedenen Zeilen entstehen, indem 
ich a die Werthe 1 , 2 , . . . (> gebe. Die beiden Determinanten sind nun 
bekanntlich die Producte sämmtlicher Differenzen der in ihnen vorkommen- 
den Grössen; ich kann also beide Seiten mit der Determinante auf der 
linken Seite dividiren. Dadurch bekomme ich aber, wenn ich 

(p(x) = (x^Xi)(x — X2) > ..(x—x^) 
setze, die Gleichung 

H ß 9 

die ich hier noch aufstellen musste. Die Variable x ist vollkommen 
beliebig. 
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§4. 

Um nun die fragliche Diflferentialgleichung, ura die es sich in diesem 
Aufsatze handelt, zu entwickeln, differentiire ich die Gleichungen (3.) in 
§ 1 und (3.) in § 3 nach ö, und betrachte dabei die x^^ x^^ . . . ^r^ als con- 
stant. Dann müssen gerade in Folge der Gleichungen (3.) in § 1 die u„ 
sich mit den a^ ändern, und die Differentiation geschieht in folgender Weise: 






rm. 



iWo.+^^i£S!0.ä^. ^ ^J^/-'a(x). ■" 



düidu^ 



ft diiaäuß düi 



"2/9-1 

2 



dx 



dai^ 



+ -ZT-^a' 



^2ß—\ 



2y ' bd, 



Den Ausdruck für -^^ aus der ersten Gleichung setze ich in die zweite ein: 



düidUa ßy du^duß dOi 






ro(.).t+-in., 



«2y_l 



"lß-\ 



2y ' da, 



und substituire alsdann ftir die Ableitungen der Integrale die in § 2 ge- 
fundenen Ausdrücke (3.) und (8.), indem ich berücksichtige, dass h^ß = A^^, 
9aß = 9ßa (vergl. (13.) in §2) ist; und wenn dies geschehen ist, setze ich 
ausserdem noch für die Summe der Integrale erster und zweiter Gattung 

ihre Ausdrücke w„, bez. — ^~— — /J„. Ich erhalte 

dUa 



(1-) 



ö'lg0(M) 



:c(«,).-fÄ(a,),M||^c(«,).», 






+Zg„ßW.,^- 



2R 



W i^^'*'^"- f^^^^^ 1 if ^(«.).fi. 



-2: 



y.i 



Diese Gleichung multiplicire ich mit du^ und summire sie über «. Ich 
kann alsdann die Integration zum Theil ausführen, und zwar erhalte ich, 
wenn ich die Summe derjenigen Glieder in der Gleichung (1.), bei denen 

SP 

die Integration- noch nicht unmittelbar gelingt, mit ^ — bezeichne: 



(2.) 



-2:A.„ß.+ 



düi 



R 



ay 
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die folgende Gleichung 



(3.) 



f *''^«^-^^l^ + *f ^^^"/'«^+''' 



in der die noch zu bestimmende Function P vorkommt, welche durch die 
Gleichung (2.) deßnirt ist. 

Um nun diese Gleichung (2.) zu integriren, nehme ich wieder das 
specielle System H^\x\ = x""' und lasse in der Gleichung (2.) a = p werden. 
Da hß^ = und Ä^ = (vgl. (14.) in § 2 und (6.) in § 3) ist, so geht diese 
Diflferentialgleichung über in 

Da G\x)^^ —x^-^-Zy^ßX^'^ ist, so ist die erste Klammer, wie ich oben, 

§ 3 (7.), gefunden habe, gleich 

-~</)(a,). 

Für die zweite Klammer erhält man aus der Gleichung (4.) in § 3 den 

Werth 

V 1 ^^"^ . ^^ß 

aß ^ Xß—Gi ÖW2 

Folglich ist 

dP _ y(fl») y q"""^ ^xß 

oder, da aus der Gleichung (7.) in § 2 beim Diflferentiiren nach u^ sich 
ergiebt, dass 

ist: 



^ 



Hier kann ich die partielle Integration ausführen and finde 

oder 

Dabei ist Q eine noch unbestimmte Function, deren Ableitung nach i/^ 



« 
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ist. Es kann demnach Q nur die Argumente tii, ni', ... w*^_i enthalten. 
Da aber Q symmetrisch in den oji, j?2, • • • ^^ ist, würden, wenn Q keine Con- 
stante wäre, die p Variablen ari, a?2, .•• ^q von nur p— 1 Argumenten ab- 
hängen; es wäre demnach eine der Variablen, z. B. a:,, von den Übrigen 
0^2, ... x^ abhängig, was von vornherein ausgeschlossen ist. Folglich ist 

Dieser Ausdruck bleibt bestehen, wenn ich wieder statt der speciellen 
Functionen H^\x)^ die allgemeinen Functionen H(x)^ nehme. Denn da 



ist, so ist 
und folglich 



Dadurch wird 



H(xX = fc„ßH\x)^, 



ß 



aß^ß' 



d'\g&(u') 



-?«"(«o«^"(«o.^^;ar^^- = j,^'x«.x/''x«,-^^^;jg 



aß 



du'^du'p 



ö'lg©(M) duy du,) 



und mithin wird (4.) gleich 

P = ^U 2: HCaDMo^, ^?«- + C. 



(5.) 



4RXai)7ß ^ "" ^ '"- du„ö«^ 
Dem entsprechend nimmt die Gleichung (3.) die Form an: 



_Ölg0 

c)m„ 



+ c} 



H ■ •• • ^ • •• otl^ 

oder, wenn man mit in Beti'acht zieht, dass 

d\gG (u) _ _\ de(u) d'\ge(u) _ -1 dG(u) de(u) 

duaduß 



9m„ 



©(«) dua ' 



■f- 



d'G(u) 



@(uy dUa dUß 0(tl) dUadUß 



ist: 



(6.) 



4Ä'(«,)-|^ = ^G(o,XG(o,.),«..«,0(«)-2^Ä(o..).G(o,)^«^^|^^) 

uUf aß aß uua 

+^ff{»,).ff(<..),-|^ 



a/l 



+ AR'(a:)hi:ff„ßU„Uß0(u)-i:KßUß^^- + C0(u)l 

^ aß aß C/fia ' 

Dies ist die partielle Differentialgleichungy die ich hier entwickeln wollte. 
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Was die Integrationsconstante C anbelangt, so kann man dieselbe 

durch die a^, 0(0), — ^^^-^ und die Coefficienten der G(a?)„ und der H(xX 

ausdrucken. Setzt man nämlich in (6.) die u^ gleich Null, so erhält man 
unmittelbar 

(7.) 4flXa,)C=^-L^|4flXa,)^-XÄ(a,).tf(«,),[|S}lJ, 

und für joTjTv ( ^ "^ L_o fi"<ißt man aus der Gleichung (3.) in § 3 einen Aus- 
druck, der rational aus den a;^ und den Coefficienten der G(xX und der 
H(xX gebildet ist 

Leitet man aus der Differentialgleichung (6.) für 0(u) eine solche für 
t.0(u) ab, wo t in Bezug auf die u^ constant ist, so unterscheidet sich diese 
von der ersteren nur dadurch, dass an Stelle der Constanten C der Aus- 
druck tritt: 

^-^ darr 

Sind alle Coefficienten der G(x)„ und H(xX rationale Functionen 
der fl;, so ist dies ebenfalls nach den Gleichungen (1.) -und (7.) in § 2 mit 
den g„ß und h^ß der Fall, so dass dann, abgesehen von der Constanten C, 
auch in der Differentialgleichung alle Glieder rationale Functionen der a;. 
sind. Dies C selbst wird auch noch rational in den a^, lyenn man 0(n):0(O) 
anstatt der Function 0(ti) nimmt; denn alsdann kommt an Stelle von -0(0) 

der Werth Eins, an Stelle von ^ der Werth Null zu stehen; ferner ist 
^/;^l r^ * rational in den a^, so dass sämmtliche Ausdrücke in der 

0(0) L dUaOUfl -l«=o ^^ 

die Constante C bestimmenden Gleichqng (7.) rationale Functionen der ai sind. 

Die Differentialgleichungen (6.) kann man dadurch umformen, dass man 
an Stelle der a, Functionen dieser Grössen einfuhrt, nach denen dann diffe- 
rentiirt wird. Eine solche Umformung will ich für die Thetafunctionen 
einer Variablen ausführen, um zu derjenigen Form der Differentialglei- 
chungen zu kommen, wie sie Herr Weierstreiss in den Sitzungsberichten der 
Berliner Akademie 1882, I, S. 443 entwickelt. — Die Gleichung (6.) geht 
für (i = 1, wenn ich //(a;)i = ~-l, G(x)i = x + j^A2 setze und an Stelle von 
0(ii) die Function 0(u): 0(0) = o^u nehme, da dann 

An = 0, gn = -h [0^1=0 = -(«1+ ^>*0, 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 3. 33 
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über in 

An Stelle der Ox führe ich die neuen Grössen ein: 

e, = K(«i"" «")+(«!- «2)) = «1+ i^2, 
Dann ist 

Indem ich diese Gleichungen addire, und mit in Betracht ziehe, dass 

da^u da,u da^u _ ^ 

wie dies aus den (xleichungen (8.) folgt, finde ich ^ = 0, d. h. ich finde, 

dass OiU nur von e^ und ^2 abhängt. 

Ferner folgt aus diesen Gleichungen: 



4(»,+ J.<,)B'(«.) ^"- -K«..HA,)nXa,}~^' 



9*2 • ö^j 



und setzt man hierin die Ausdrucke für ^' und -V— aus Gleichung (8,) 
ein, so ergiebt sich 

4.,^^ + 2e.-^;'-^ = «-^1^, 

d#, 9e, 9m ' 

Führt man nun in diesen Gleichungen an Stelle der Function aji« die Function 

S,(u) = e*"'*'a2ti 
ein, so gehen diese Gleichungen über in 



Wiltheiss, zur Theorie der hy per elliptischen Thetafunctionen, 255 

d. i. die Gleichungen, wie sie in dem erwähnten Aufsatze stehen. 



§5. 

Die entsprecheudeii partiellen Differentialgleichungen für. die übrigen 
Thetafunctionen, 0(tt)i, kann man auf demselben Wege ableiten, wie die- 
jenigen für die Fundamental-Thetafunction, indem man davon ausgeht, dass 
in der Gleichung (4.) in § 1 und demnach auch in allen folgenden Glei- 
chungen an Stelle der Fundamental-Thetafunction eine der andern Functionen 
0(u)i zu stehen kommt, wenn man in den Gleichungen (3.) und (4.) in § 1 
die unteren Grenzen a„ 03, ... a2(,-i der Integrale ganz oder zum Theil 
durch andere der Wurzeln a^ von R(x) = oder durch den Werth .,unendlich'' 
ersetzt. Da aber die Grenzen «i, «3, ... a.^^^^ in der partiellen Differential- 
gleichung gar nicht anders vorkommen als die übrigen Wurzeln 0,,, «2? • • • Ö20, 
so muss, (wenigstens für den Fall, dass keine "der Grenzen ins Unendlrche 
fällt, wo es sonst noch einer kleinen weiteren Betrachtung bedürfte) die 
Differentialgleichung für die Functionen ©(ti);. dieselbe sein, wie für die 
Fundamental-Thetafunction. 

Man kann aber auch von der Gleichung (7.) in § 1 ausgehen, um 
die Differentialgleichung für ©(«);. abzuleiten. Man fasst dann am vor- 
theilhaftesten die beiden Gleichungen (7.) und (8.) in § 1 in eine einzige 
zusammen, indem man einen Buchstaben h einführt, der sowohl 1 wie 2 
bedeuten soll, und unter 0(u\h) entweder die Function ©(«) oder ©(«)/. 
versteht, je nachdem ä = 2 oder = 1 ist: es ist alsdann 



nt 



0(u^ + haj„) = i'''0(u,\h)e^^ 

Diese Gleichung differentiire ich logarithmiscb nach a,. Wenn ich dabei 
berücksichtige, dass 

ölg©(«„4A««) _ d\g&(u.,\h) ^. 

ist, wie sich aus der vorhergehenden Gleichung ergiebt, so erhalte ich 

33» 
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d]g&(u.,+hiu,) .d\ge(u.,\h) ^ d\^e{ua\h) dmß dfiß ^ 

doi doi fi duß Bai ß doi ^ 



+iA7(,4: -»,tf) = 0. 



Hierin substituire ich an Stelle von — ^—^ — — - den Ausdrack, den ich 

Ort, ' 

aus der Gleichung (5.) in § 4 erhalte, wenn ich dort w„+Aw„ für u^ setze: 



^ - öj^C'iaJ^ 

9a, 



■^ 4Ä 



i5^(ii«w,.,-^««/-'?fj^r+^««.«w,^t 



I*)) 



+ if^..«.«.-|A..«.-'|^""-'-Uc 



+22:hßyT]ß(o^-2:gßy(OßCOy\. 

Diese Gleichung muss für A = 2 mit der ursprünglichen Differentialgleichung 
(5.) in § 4 identisch werden, da ja 0(ti|2) = ß(u) sein soll. Dazu ist noth- 
wendig, dass die Ausdrücke in den eckigen Klammern einzeln verschwinden, 
und da dieselben h nicht enthalten, müssen sie allgemein, nicht tlir A = 2 
allein, verschwinden. Demnach geht diese Differentialgleichung, wenn ich 
jetzt Ä= 1 setze und 0(wJa Air 0(tt„|l) schreibe, über in: 

Da diese Gleichung mit der Gleichung (5.) vollkommen übereinstimmt, so 
erkennnt man, dass die sämmilichen ThetafuncHonen einer und derselben 
partiellen Differentialgleichung^ — (6.) in § 4 — , genügen und dass die da- 
selbst vorkommende Integrationsconstante C für aUe Thetafunctionen den-- 
selben Werth hol. 

Diese Constante C kann mau in einfacher Weise mit Hülfe der co^.ß 
und ri^ß ausdrücken. Setzt man nämlich in die Gleichung (6.) des § 4 die 
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Exponentialreihe (6.) aus § 1 für die 7^hetaftinction, so ergiebt sich un- 
mittelbar aas derselben, dass 

ist 

Die Constaute C erhält auch noch einen sehr einfachen, nur von den 
ai und den Coefficienten in G(xX und H(xX abhängigen Werth, wenn man 
in der Differentialgleichung 

an Stelle von ö(tt)i einführt, nämlich 

4ß'(«,)C = ~j;(Ä(aa.G(a,)„+2/l'(«,)A.„), 

« u 

wie sich leicht nachweisen lässt. 
Halle a. S. im Mai 1884. 



Berichtigung. 
Seite 252, Zeile 6 und 18 muss es heissen C statt C. 
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Zur Theorie der Congruenzen höheren Grades, 

(Von Herrn Gustav Rados in Budapest.) 



rid sei /'(x) = ii„a^"'+aia:^-'+... + ap-3aJ-fap„, und a,„ a„ ... a^., 
seien ganze Zahlen; p sei eine ungerade Primzahl, und a^2 nicht durch p 
theilbar. Ferner sei a«+p_i = a«, für jede ganze Zahl m. Bezeichnet man 
dann die Determinante: 

mit Z), so gelten die Sätze*): 

1. Damit die Congruenz f(x) 'e^ (mod.p) iiberhaupt Wurzeln besitze, 
ist erforderlich mtd hinreichend , dass die Determinante D congruent Null sei 
(mod. p). 

2. Damit die Congruenz f(x) e^r (mod. p) mindestens k verschiedene 

Wurzeln besitze, ist er/orderlich, dass sämmtliche Subdeterminanten {p—ky*''' 

Grades von D (mod./») verschwinden; sind die Subdeterminanten (p — k)^^" 

Grades diejenigen niedrigsteif Grades, welche diese Bedingung erfüllen, so hat 

die Congruenz genau k verschiedene Wurzeln. 

I. Wenn o^^ a.^, . . . «p_i die Zahlen 1, 2, ... p— 1 in irgend welcher 
Reihenfolge bedeuten, so bestehen für jede Zahl n die Congruenzen: 

Hieraus folgt zunächst die Determinanten-Congruenz: 

und ferner, da die Determinante |««+i| nicht durch p theilbar ist, die Con- 
gruenz: 

^/("mf i) == ^ (mod.p) (m = o, 1, ... ^-2). 

Ml 

Es ist daher Z) = die nothwendige und hinreichende Bedingung für die 
Erfüllbarkeit der Congruenz f(x) =: (mod. p). 



*) Die Sätze sind von Herrn Prof. Julius König im Wintersemester 1881/82 in 
den Uebungen des math. Seminars an der technischen Hochschule in Budapest mit- 
getheilt worden. 
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II. Für den ersten Theil des zweiten Satzes ^ nämlich dafür, dass 
das Verschwinden sämmtlicher Subdeterminanten (p— &)*«» Grades von D eine 
nolhwendige Bedingung für das Vorhandensein von k verschiedenen Wurzeln 
der Congrnenz f(x)=^0 (mod. p) ist, bedarf es nur des Nachweises, dass 
aus dem Bestehen der Congruenzen: 

f(a^) ^ (mod. p) (A = 1,2,... *), 

wo die Grössen a^ (mod. p) von einander verschieden sind, da^ Verschwinden 
jener Subdeterminanten folgt. In der That ergiebt sich aus den Congruenzen 
f(af^^() (mod. p), dass die p — l Congruenzen: 

für die * verschiedenen Werthsysteme : 

Xt) =1, Xi = «A, X'2 = ^l^ • • • Xp_2 = «A~^ (A = l. 2, ... *) 

erflillt sind. Ganz ebenso aber, wie das Verschwinden der Subdeterminanten 
(p — /r)ten Grades eine nothwendige und hinreichende Bedingung dafür ist, 
dass ein System von /? — 1 linearen Gleichungen mit p — 1 Unbekannten 
&-fach unbestimmt werde, bildet auch die Theilbarkeit der Subdeterminanten 
(p — ky^^ Grades durch p eine nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass einem Systeme von p — 1 linearen Congruenzen (mod. je?) mit 
p—1 Unbekannten durch k (mod.p) verschiedene Werthsysteme genügt werde 
(vgl. R. Baltzer^ Theorie und Anwendung der Determinanten 5. Aufl. 1881, 
§ 8 und die a. a. O. citirten Ausführungen des Herrn Kronecker in der zweiten, 
1864 erschienenen Auflage desselben Werkes, S. 62). 

Die Bedingung, dass sämmtliche Subdeterminanten (p— &)^en Grades von 
D durch p theilbar sind, ist auch eine hinreichende. Denn wenn man voraus- 
setzt, dass, falls sämmtliche Subdeterminanten (p — k+iy^^ Grades durch p 
theilbar sind, die Congruenz f(x)^ (mod.p) für &— 1 verschiedene Werthe 
von X erfüllt wird, so lässt sich erschliessen, dass beim Verschwinden 
sämmtlicher Subdeterminanten (p — ky^^ Grades zu den schon vorhandenen 
/. — 1 Congruenzwurzeln eine neue hinzutritt. — Wenn nämlich sämmtliche 
Subdeterminanten (p—ky^^ Grades und also auch sämmtliche Subdetermi- 
nanten (p-k+iy^^ Grades durch p theilbar sind, so hat die Congruenz 
f(x) =z (mod.p), den gemachten Voraussetzungen gemäss, &— 1 verschiedene 
Wurzeln ^p_*+i. öp-*+2, • • • «p-i- Bezeichnet man nun die übrigen Zahlen 
aus der Reihe 1, 2, . . . p—l mit «i, «2, . . . «p«*, so ist nur zu beweisen, dass 

nf{ag^^ ^ (mod. p) (p=", 1, 2, ... p-*-!) 
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wird. Da ferner 

ist und wegen der Veröchiedenheit der Zahlen of„ a,. . . . a^^^ die Deter- 
minante \(^y+i\ ni<*ht durch p theilbar sein kann, so gentigt es £U zeigen, 
dasH die Determinante 

durch p theilbar ist. Das System der {p—kj Elemente dieser Determinante 
ist, wie die Gleichung: 

zeigt, aus den beiden Systemen: 

(m- «». 1, A ... p-2i » -=0, 1, 2, ... p-*-l) (» = »^ 1, 2, ... p-i; ^ = (), 1, 2, ...p-*— l) 

componirt. Die obige Determinante wird daher durch den Summenausdruck: 

dargestellt, in welchem fUr // und v nach einander alle Combinatiouen der 
Zahlen 0, 1, ... p - 2 zu /? — & genommen werden müssen. In diesem Aus- 
druck tritt nun die Theilbarkeit durch p in Evidenz, da die sämmtlichen 
Factoren \a^^i\ als Subdeterminanten (p — /r)*^" Grades von D der Voraus- 
setzung nach durch p theilbar sind. 

Da der zu beweisende Satz nach dem ersten Theorem für & = 
gilt, so ist er hiermit für jeden Werth von k bewiesen. 
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Arithmetischer Beweis des Keciprocitätsgesetzes 

für die biquadratischen Beste. 

(Von Herrn E. Busche in Lichtenau.) 



Öind a, by c, d solche ganae reelle Zahlen, dass iii = a+6t eine 
ungerade, ii = c+rf» eine zu m theilerfremde , im Uebrigen beliebige com- 
plexe ganze Zahl ist, so werde im Anschluss an die Bezeiehnungsweise 
des Herrn L Kronecker durch die Congruenz 

nh = h'. sgn 8^,,^ (r^) (°*^^- ^^ 

das Symbol sgn /J^a) (^^-) definirt als die Einheit, welche mit der mit A 

zu demselben Viertelsystem*) (A) gehörigen Zahl h' multiplicirt ein mit n.h 
nach dem Modul m congruentes Product ergiebt. Sind alle Zahlen von (A) 

absolut kleinste Reste des Moduls i», so ist, beiläufig bemerkt, unter Ä(a)(— — ) 

» 

der durch m dividirte absolut kleinste Rest von n.h in Bezug auf m zu 
verstehen. 

Es ist das Über alle -^-^-r— — Zahlen des Viertelsystems (A) er- 
streckte Product 

m nsg„«<.,(iL^) = ((i)), 

wo ((— )) das Jacofefsche Zeichen ist Der Beweis hierfür kann, abge- 
sehen von den sich von selbst ergebenden Modificationen einzelner Aus- 
drücke und Formeln, mit genau denselben Worten geführt werden,, die Herr 
L. Kronecker in dem XXIH. Sitzungsbericht der Kgl. Pr. Akad. d. Wissensch. 
vom Jahre 1884 S. 527 gebraucht, um den analogen Satz für die Theorie 



*) Ueber den Begriff des Viertelsystems, sowie überhaupt über die Grundbegriffe 
der Theorie der biquadratischen Beste sehe man die (jati«ssehen Abbandlungen. 

Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 4. 34 




A = / sgn ß(o(-— ) (löod. m), 
k = rsgn ß(o(— ) (iMod. m), 
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der quadratischen Reste zu beweisen *). Indem ich mich auf diese Ab- 
handlung beziehe, nehme ich die erwähnte Uebereinstimmung als bewiesen 
an und mache im Folgenden von den bekannten elementaren Eigenschaften, 
insbesondere auch von den Multiplicationstheoremen des Jaco6tschen Zeichens 
für das durch (81.) definirte Symbol Gebrauch**). 

2. 

Durch die Congruenz 

« A = & sgn ß(t) ("^ ) (mod. m) 

werde das Zeichen sgnß(;^)(-^^-) definirt als die Einheit, welche mit der 

Zahl k des von (A) im Allgemeinen verschiedenen Viertelsystems (ft) multi- 
plicirt ein mit «.ä congruentes Product liefert. Analog sei 

h_ 

m 
m 

WO (, /' Zahlen des von (A) und (ft) im Allgemeinen verschiedenen Viertel- 
systems (/) sind. Dann sei 

W ((:-))' = g'8"''«(-»-)n»8»«<»(^)-(j7«8"«,„(-^))"', 

WO das erste und das dritte Product über alle Zahlen von (A), das zweite 
Über alle Zahlen von (k) zu erstrecken ist. 

Werden in den Viertelsystemen (r) und (s) des Moduls m die Zahlen 
r*' und *" ersetzt bezw. durch r^'i und «"t, und werden die neuen Viertel- 
systeme mit (r)' und (s)' bezeichnet, so ist, wie aus der Definition des 
Symbols sich leicht ergiebt, 

wenn © relativ prim zu m, z. B. = « oder = 1 ist. 

*) Vergl. die Abhandlung von Herrn E. Schering im 1. Band der Acta Mathem. 
S. 153. 

**) S. Gauss* Nachlass I über die biquadratischen Reste, art. 17: Allgemeines 
Theorem über die Decidenten (Werke, Bd. II, S. 321). 
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Verändert man in der eben erwähnten Weise in dem Ausdrucke für 
((— )j eins oder mehrere der drei Viertelsysteme (ä), (ft), (/), so folgt aus 

den letzten Gleichungen, dass ((— )) l>ei einer solchen, und deshalb auch 

bei einer jeden Veränderung der drei Viertelsysteme sich nicht ändert, dass 
also auch 

fe))' = fe)) 

ist, da für (A) = (*) = (0 das Zeichen ((-^))' in ((-^)) ttbergeht. 



3. 
Es soll jetzt auf die Herleitang der Relation zwischen 

fe)) ""f ((imW)) 

soweit eingegangen werden, als dies zur Erledigung zweier speciellen Fälle 
nothwendig ist, auf denen der vorliegende Beweis des Reciprocitätsgesetzes 
beruht. Dabei sollen der KUrze wegen a, b, c, rf, X als nicht negativ, a 
als ungerade, b also als gerade angenommen und die folgenden an die geo- 
metrische Darstellung der complexen Zahlen anknüpfenden Bezeichnungen 
benutzt werden*). 

Sind Ä, z', ä", . . . Ä^^^ complexe Grössen, so möge das System von 
ganzen Zahlen in dem von den geraden Linien zs', ä ä", . . . ss^^^ss begrenz- 
ten Bereiche mit (ä, «', ...ä^^^) bezeichnet werden, wenn alle Punkte des 
Bereiches nur einmal, und zwar so umschlossen werden, dass sie links von 
«3', z'z'j ... z^^h liegen. Das System (z^^\ !i^^~^\ ... z', ä), welches alle 
ganzen Zahlen mit Ausnahme von (a, ss\ ... z^^^) umfasst, soll gleich 
— (a,a', «",... «^^^) gesetzt werden. Offenbar ist 

(a, V, ... «^^0 = («', «". ••• «^^ a) = . . . = (8<^>, a, a', ... a^?"'>). 

Die Begriffe- der Summe und Differenz zweier Systeme ergeben sich aus 
den Gleichungen 

(a, a', a")+(Ä^ «'", ... ^^'\ «) = («, «', «", ... «^^^7 
(a, a', ... a(^0-(«. «'. O = («", «'", ••• «^•^ «)• 



*) Cf. 1. c. Gauss* Nachlass I zur Theorie der biquadratischen Reste. 

34» 
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Allgemeiner ist (a, a', . . . »^''^) gleich einer Summe von Systemen, in denen 
alle Linien aa', a'a", . . . a^^^ a einmal vorkommen, ausserdem aber nur solche 
Linien , deren entgegengesetzte gleichfalls auftreten , z. B. neben aa" und 
aa'" auch a'a und a'"a. Wird eine auf aa' selbst liegende Zahl mit zu 
einem System gerechnet, so gehört diese Zahl nicht zu einem anderen 
System, dessen Grenzlinie a'a ist*). Unter [(a, a', ... a^^^)] möge die An- 
zahl der Zahlen des Systems (a, a', . . . a^^'), unter [(a^^^ a^^"^^, ... a)] dieselbe 
Anzahl mit negativem Vorzeichen verstanden werden. Offenbar ist 

[(», «', «")]+[(3", V", ... «(^ a)] = [(«, a', ... «^*>)]. 

Ist / eine ganze Zahl, so ist ferner 

[(a + /, a'+/, ... a(^>+0] = [(*. «'5 ••• «^^^)]. 
Ausserdem werden im Folgenden noch einige specielle Fälle des von Gauss 
im Art 10 des L Nachlasses gegebenen Satzes gebraucht werden, z. B. 

[(x + yi, x\ X +C, x+»i+C)] = C\y\ 

wo x^ y, X reelle Zahlen, C eine reelle ganze Zahl, [y] in Gaii^^scher 
Weise die grösste in y enthaltene ganze Zahl bezeichnet. 

Um die Zeichen ((-—)) und ( ( — ^röir)) ™^^ einander zu vergleichen, 

bestimme man beide in der durch (33.) gegebenen Weise. Als das Viertel- 

System (&) des Moduls m wähle man das Viertelsystem (0, ^m, -J^tw, ^m), 

welches Gauss als das einfachste bezeichnet. Mit ((f-\'g()fn+k.i'^)j wo 
w = 0, 1 , 2 oder 3, werde das System 

bezeichnet, welches mit dem mit (&) associirten Viertelsystem (ft.t**') nach 
dem Modul m cougruent sein wird, wenn f+gi eine ganze Zahl ist. 

Das Viertelsystem (A), mit dessen Zahlen n zu multipliciren ist, soll 
so gewählt werden, dass alle Producte nh Zahlen des Systems 

*) Im Uebrigen sind die bei dem vorliegenden Beweise in Frage kommenden 
Bestimmungen über die auf dem Rande liegenden Zahlen „eines Systems"" so selbst- 
verständlich, dass auf dieselben nicht weiter eingegangen zu werden braucht; zum 
Theil wird man die getroffenen Festsetzungen auch leicht an den rechnungsmässigen 
Ausdrücken erkennen, die später für die Anzahl der Zahlen eines Systems gegeben 
werden. 
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sind, wo f alle Werthe von bis [y], g von bis [-|-J, f von [-^^J 
bis r-|-], g' von [-^-^J bis [^-s— ] annimmt und to = 0, 1, 2, 3 ist, für 
0</'<y, 0<i7<y, 

cü = 0, 1 für 0</<4, ^ = 0, to = l, 2 für r=-^, 0<:g<^, 



to 



c 
2 



= 2,3 „ 0</'<4, j, = -^, ü, = 3, „ ^=0, 0<i/<^, 



«, = für ^=0, ^ = 0, to=l für / = -|-, ^ = 0, a> = 2 für /=y, ^ = |-, 
«, = 3 für /'=0, g = ~, endlich t«' = 0, 1, 2, 3 für -^ < T < -5", 



2 



r 

9 






a,' = 0, 1 fÜr-^-^<r<4,i/' = 4 



e+rf 



«>' = 1, 2fUrr = i-, i<^'<^, 



a>' = 2, 3 für 



ü,' = 3, für /^ = -^, -^ 



2' 2 

c—d ^ ., _ c , c + d 



2 *^/ ^"2'^ ~ 2 ' 
2 5 2 "^^ "^ 2 ' 



c — d > c , ^ «.. w c . c 



a,' = für r = ^,<7' = ^, «,':^lfürr = -i-, <7' = -i-,"'' = 2fUrr = y, 

^'= f+A, «,' = 3 für /■' = ^^, i^' = -^- Für (A) selbst ergiebt sich 
hieraas das System 



(a.) 



f iti '• ** '^ f g' üi' ^ .W W '^ 



im 14-» 






wie sich mit HUlfe des Satzes von der Summe mehrerer Systeme leicht 
ergiebt. Aus dem letzten Ausdruck für (A) folgt ferner, dass 



*) Die Punkte ^m und -s-'^» welche mit den ihnen benachbarten Eckpunkten des 
Systems in gerader Linie liegen, sind nur der folgenden Umformung wegen hinzugefügt. 
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[(A) = (0, i«, i±^«., |m)+(0, ic-J, i«,)-(0, jcf-, |m) 

ist. Diese Gleichung lässt erkennen, dass (A) wirklich ein Viertelsystem 

ist, und wie sich (h) von dem einfachsten Viertelsystem (k) unterscheidet' 

Es giebt [((^+^)-— H — «'")] Werthe von A, deren Product mit « zu 

dem System {(^f+gi^m+kir) gehört, fllr welche also 8gnfiy)(^-) = i" ist, 
so dass nach (a.) 



(®.) 



(*) 

k .. 



ist. Setzt man ferner (/) = (*), so ist 



(6'.) J^8gn/?,o(^) = +1 



und nach (b.) 

Bei der Bestimmung von ((~ voy")) mögen (H), (K), (L) an die 
Stelle von (A), (*), (/) treten. Man setze 

(K) = (O, ^f», Um+Xn), l+i»,+i«, i±!-(»,+2i«). 



(0 



«.) 



2 "*' 2 



1+» 



= (O, ^m, -2*m, *jm)+(^-^m, jftn, ^(m+2ln). 



i+i 



m 



+Xn) 



-w(4-»»» —9^"*> 2*»» + ^«», ~(m+-2ln)) 



i+i i+i 



i+i 



i+i 



(c".) 



= (O, i(w+2i«), i+-^(w+2^«), ~(m+2'An)) 
+(0, i»», K»»+2i«))-(0, -*-«!, -^-(m + 2A«)) 
+(^(»i+2i«), ^(f»+2i«)+ ^-m, i±i(m+2A«)) 
-(|(m + 2i«), -^(m+2ln)+^m, l±i(m+2i«)). 



(b.) 
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Ans (K) ergiebt sich nach Gleichnng (c'.) 

{(f+9i)(fn+2ln)+Ki'-') 
= (Sf+9iXm+2XH), (f+gtXm+2kn)+^i'', 

(f+gtXm+2ln)+ -^»»»^ (/+9i)(m.+ 2ln)-^-^mi'') 
+((f+9i)(.'n+2Xn)+^mi'', (/'+i^0('«+2A«)+|m»", 

(f+9i)(m+2Xn)+^i''+ Xi-n, (/+^»)(»»+ 2^«)+ -^f« »"+*»-«) 

(/+^0('»+2ii»)+ l±iM»"'+Ä«""+'«, (f+gtXm+2Xny\- -^mi''+Xi''+-'n) 
+((f+9i)(m+2Xn-)+ ^mi'", (f+giXm+2Xn)+^mi''+Xi'-'n, 

(f+giXfn+2Xn)+ i+im«"+(l+»)A»''*'», Xr+9*Xm+2Xn)+^mi''+Xi''^'n\ 

Man setze ferner, wie im vorigen Fallfe, 

(e.) (//) = 2:2:2: ((/+gi)''^±^ + ^ .•'-)+2:^^ ((f+g'i) -i?^ + ^ i"), 

WO /*, ö', (o, /", g\ co' genau die früheren Werthe annehmen, (ß) stimmt 
im Grossen und Ganzen mit dem System 

(0, ic^!^, Km+2i«), K«»+2A«)+ic.^!^, 

überein; während dieses aber von sechs geraden Linien begrenzt wird, 
treten bei (ß) an deren Stelle gebrochene LinienzUge. Da nämlich (K) 

nicht das einfachste Viertelsystem ist, so sind z. B. zwischen und ^c^^t — ^ 

noch die Punkte 

als Eckpunkte des Systems (ß) einzuschalten, und ganz ähnlich kommen 
zwischen \c and ^(i»+2i«) u. s. w. neue Eckpunkte hinzu. Während 

(.0, ic — - — , K»»+2A«), ... -^c^^ — ; 

= (O, K''»+2i«), l±i(m+2i«), ^(i«+2ä«)) 
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-(k«,+2A«), ^(m + 2ln) + ^c^±^, l+i(„+2i»)) 



ist, möge deshalb 



(f.) 



+ |0, ic^?^, K'»+2;i„)(-{0, |ci!^, f (« + 2U)| 
+ {K»» + 2i«), ^m + 2ln) + -^e^!^±^, l+i(„+2i„)j 
-[•-(in+2A«), i-(»,+2A«)+ic^?^±^, I+i(fl,+2U)| 



gesetzt werden. 

p]s ist, wie man leicht bestätigt, 

(O, ^c_'»i_2A«,^(™ + 2A«)) = (O, >, i(m+2A«)) 
+(K'»+2'1'0> i»»» ■^»«+cA)+(^iM4-ci, -i-i«, 0, ci) 
+(ci, ci + ^c-^-, c^+^ffl)+(0, ^c^?^:i^, cA) 
-(^(»•+2A«)> ^e^^^±^, ^m + ci) 

Da in 0, ^c^- — '*, ^(m+2iii)| die Linien von nach ^c— — - 

von .^(i»+2iii) nach ^c durch andere LiuienzUge za ersetzen sind, 

so treten an die Stelle der beiden letzten Systeme andere, die man leicht 
in eine Reihe von Summanden anilösen kann. Man erhält auf diese Weise 

+ (K'*+-^*).' i*"» ■im + ci)+(^iii+ci, I«, 0, ci) 

\ - ii - y 



m4-2Ait 



und 
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(9.) 



+ ^{0.21, 0.21+ 



2o+1 m 



n 



, (a+l)2l+ 



2a +i m 



^ (.0+1)21) 



(0=0, 1, ... [y]-l) 



2r-t-l WM 



-i:(j,(m-\-2Xtt)^T.2U, i(m+2A«)-T.2iCf---y--- , ^(f«+2A«) 
-(T + l).2il|---±^^'-, |(m + 2i«)-(r4-l)2it) 

(t =«», 1, ... -T — l,*wenn d gerade, t = ^^, J, ... ~- -1, wenn d ungerade ist.^ 



und ebenso 



(9'-) 



||(«. + 2U), i(f«+2i«)+-^-c-??^^, i±i(m+2X«)} 

+Ct-(m+2i.n), ^(m+2ln)-\-~m, ^(m+2kn) + -^m + cXi) 

|(m+2X«), ^(m+2ln) + cU) 
+(|(f»+2Ä«) + cÄ», |(«i+2;i«)+at+^c-^-, |(m+2X«)+cW+yf») 

+ J;(K'»+2^«) + <^'-2«, i(»»+2A«) + a'.2Äf+-?^^ *"• 



o' 



n 



i(»» + 2A«)+(o'+l)2i»+^^^, K»»+2i«)+(o'+l)2«) 

^o' = 0, 1, ... |_|-l, wenn d gerade, 0'=^, J, ... -^— |— i» ^'«nn d ungerade ist.j 



+ 



i-(-i) 



r+d 



(|(«»+2;i«)+(c-l)Ai, |(«i+2i«) + (c-l)«+^c^, 



|(»»+2A«)+cÄi4-^c-^, i(i»+2i«)+ci$) 



1+« 



1+i 



2r'+l »» 



-2:{-^(m + 2Xn)-r'.2l, -^ (m+2;i«)-T'.2i— ---, 

^-|-^(« + 2A«)-(r'+l)2A-^tl^_, l+i(„ + 2U)-(T'+l)2A) 

^7'=«», 1, ... lyl-l. wenn r+d gerade, T' = ^, |, ... |-^|— i» w«°n ^+<' ungerade lat.j 

^(f» + 2i«)-rfA-irf~, l+i(,„4.2i„)_rf/). 

Journal für Mathematik Rd. XCIX. Heft 4. 35 
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Ans (e.) folgt 



(^/g"'*(->(^rj2Ä;r) 



— * 

und mit llUlfe von (b.) wird der Exponent von i hierin: 



(®.) 



+ i' (2:2:2! (o + 222(o') + ^ (222 CO ^/,,,,„ + 222 1;..^,«,.) , 



wo 222 <JD die Summe aller zu allen Zahlen f+gi gehörenden w ist. 
1 )enu nach dem schon erwähnten Gattsssclien Satze (Nachlass I, art. 10) ist 



.. m-\-2Kn l+i i» . 



2 n 



•^ (y+i/O 



.X m-\-2ln i-\-i m .^ 



2 n 



«"+«", 



(/+«")-"' v'- +ij- ■"--+(1+ .■)»■-, a+jo=^— + ifi ^.-+«"')] = »' 



und sind die Anzahlen 



m .. 



[(a+^o'"-*'f " + 't' y, a+^o^'-^+ .^ir«-. 



(y+yO '"-+f'"-+i^-+Ai'«, (/'+^o-"-t^ + -^^i'-+«-)] 



und 



durch i theilbare Zahlen, deren Summe gleich i.l/,^.« gesetzt worden ist. 
Setzt man 

(L) = (0, ^(m-\-2kn), l±i(m + 2kn), ±(fn + 2ln)), 



so folgt aus (c".) 



(^'•) 



(A-) ^^^Nwi-|-2>lw / 



-[(0, im, i(m+2Afi))]4-[(K'w+2An),i(m + 2An)+ym, l+l(m + 2i«)] 



Ferner ist nach (f.) 




0)-) 
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= i 

Bedenkt man, dass 



= [( 



1+« i+i 



+ cXi, l+i + X„i)]=l[^]+l^-^cd, 



2 ' 2 ' — ' 2 /J "L 2 J ' " 2 

[(ifll + ci, ^f«, 0, Ci.)] = iCy, 

[(i('«+2A»)+-^«i + cA», |(«I+2A«)+:^»», |(«l + 2i«), 

|(i«+2i«) + ci»)] = icy, 



[(a2^, a2Ä+^?, (a+l)2X + ^f, (a+l)20] 

- o,r2g+l ad-bc ^ 

- ^*L 2' cc+rfdJ' 



2r+l Uli 



[(|(m + 2i«)-T2ii, |(«i + 2>l«)-T2il»- — 

i(i»+2u)-(z+i)2«--?^-^,- ^(«n-2;i«)'-(T+i)2;ii)] 

ist, and dass für die übrigen Ausdrücke in (g.) und (g'.) ganz ähnliche 
Formeln gelten, so findet man durch Einsetzung dieser umgeformten Aus- 

drücke in (^.), wenn man — — ^ gleich J setzt: 

[(0,^m,Km+2i«))]-[(Km+2An),Km+2A«)fi-m, iji(m+2A«))]+A([c^]-[|^]) 



(2)".) 



X» 



M-^ 4'T^ii ^h^^l 



2r+l 



.i+ 



»] 






2t'+1 



-H].^ttt44^Hl 



*) Vgl. die Anmerkung auf Seite 264. 



35 



;;.♦ 



(@.) 
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Aos (e.), (©'•), (©"0, (3)-)'. (2)'.), (3)".) und (So.) ergiebt sich endlich 



2a+l 



X« 



."■?[ 8 



-] 



<-(-<> 



'[i''l-"f[^'-'H] 



IXi 



W^.h]-' 



2 L 2 

l_(_l)c+rf Je , .1 r2r'+l 



4|.,l]..,^[itd,H].i^44.H], 



wo a, r, a', t' die in (g.) und (g'.) angegebenen Werthe durchlaufen. 



4. 

Der Beweis des Reeiprocitätsgesetzes für zwei theilerfremde ungerade 
Zahlen ohne reellen Theiler lässt sich bekanntlich *) zurückführen auf die 

Bestimmung von ((-3:i^))7 wo a ungerade, b = 2d gerade, a und b ohne 

gemeinschaftlichen Theiler und vorläufig positiv sein mögen. Es ist 

-4di 



\^a+bi)) V a+2di)) \< a-\-2di >'j ' 



Setzt man in (S.) c = 6 = 0, i = 1,' so reduciren sich alle Glieder des Ex- 
ponenten auf Null, bis auf die über r und r zu erstreckenden Summen, 



die sich aufheben, und das Glied Z2Zo)\ welches 

/' 9' W 



= 0. 



2 2^V2/^2 2 



'- + 3.(^,-y = rf (mod.4) 



ist, wenn d ungerade. 



4 ' 4 
wenn d gerade ist,^so dass 



d^ d^ d* d' 

= O-r + l.^ +2-4- + 3~^-^ (mod.4), 



iO-\ h 



ist. Diese Gleichung gilt, wie nachträglich ohne Mühe zu zeigen ist, auch 
wenn a und b nicht positiv sind. Ist a-\-b'% ebenfalls eine ungerade Zahl 



*) Vergl. Gauss' Nachlass I, art. 19 und Eisenstein, Lois de r^ciprocit6 in diesem 
Journal Bd. 28. 
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ohne reellen Theiler mit ungeradem reellem Bestandtheil, so ist 

// (a-^biXa'-b'i) \\ ^ (flu^ (f?^:z^S\ ((^■z!±S\ ((^^^Z±LS\ 

\\ (a+biXä'+b'i) /; "^ VVa'+6't/; V^ a+bi ^) \Sa+biJ) \S a'-\-Vi J) 

- (( aa'-'bb' ^i(ba' + ab') \\ 

- \\aa'-bb' + i(ba'+ab'y) 

und nach ((£'.) 



„j_l h «2—1 b' «»n'»-l aa'hh' . ft'6" ha' ab' 

2 __, ' 4 2 ^ 4 ^ 2 ^ 2 



b b' b rt'— 1 ft' rt— 1 



oder 

(5-) ((^))((^t)) = (-1)^-*^^*--. 

Um zu zeigen, dass dieses Reeiprocitätsgesetz aucli für eine zwei- 
gliedrige Zahl a + bi und eine ungerade positive Zahl q gilt, benutzt man 
wieder die Gleichung ((£.), nach welche? 

also auch 

(f « + ^*_ ^^ _ //• a+bi \\ 

V<q+Hlla~+biy) "^ \V~ 7 J) 

ist. Bestimmt man nämlich in dieser Gleichung die positive Zahl l so, dass 
q + Sl(a+ bi) keinen reellen Theiler hat, und bedenkt, dass 

ist, so folgt aus (5.) 



b 7—1 



Aus (50 und (fj.) folgt in bekannter Weise, dass das Reeiprocitätsgesetz 
allgemein gültig ist, auch für Zahlen mit reellem Theiler. Um die Glei- 
chung (5.) mit Hülfe von (S".) aus (fj) ableiten zu können, musste die 
verhältnissmässig allgemeine Gleichung (S.) aufgestellt werden; der specielle 
F'all ((5'.) von (©.), auf welchem die Herleitung von (^J.) beruht, hätte 
natürlich in bedeutend einfacherer Weise gefunden werden können. 

Es ist fast überflüssig, zu bemerken, dass aus (@.) und auch aus 
(©".) unmittelbar eine Bestimmung des biquadratischen Charakters von 1+i 
abgeleitet werden kann, der sich ja auch aus dem bewiesenen Recipro- 
citätsgesetze selbst mit Leichtigkeit ergiebt. 
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Es scheint mir, als ob der hier gegebene Beweis des Reeiprocitäts- 
gesetzes einige Aehnlichkeit mit dem von Gauss im Nachlass I beabsichtig- 
ten habe, besonders' auch deshalb, weil Gauss in diesem Nachlass nicht, wie 
in den folgenden, einen rechnungsmässigen Ausdruck für den Decidenten 
aufzustellen sucht. Ich bin auf diesen Beweis gestossen bei Versuchen, die 

Beziehung zwischen ((--3:7TT"Yy — )) ^^^^ ((^ )) ^^^^^* herzuleiten, auf 
welche sich ein Beweis des Reciprocitätsgesetzes gründen lässt, der die 
Multiplicationstheoreme des Zeichens ((--)) "icht voraussetzt. 
März 1885. 



275 



lieber die Beziehungen zwischen den 28 Doppel 
tangenten einer ebenen Ciirve vierter Ordnung. 

(Von Herrn G, Frobenius in Zürich.) 



Uie Beziehungen zwischen den 28 Doppeltangenten einer ebenen 
Curve vierter Ordnung hat Hesse (dieses Journal Bd. 49.) auf folgendem 
Wege gefunden: Die Gesammtheit der Flächen zweiten Grades, welche 
durch sieben gegebene Punkte P,„ ... P« und einen dadurch bestimmten 
achten Punkt P? gehen, wird analytisch durch eine Gleichung G(x',x"yx"; 
y^''\ 1/9 y'y y'") = dargestellt, deren linke Seite in Bezug auf die Coordi- 
naten t/^*"^ eine quadratische, in Bezug auf die Parameter x^^^ eine lineare 
homogene Function ist. Die Parameter derjenigen Flächen des Netzes, die in 
Kegel degeneriren, genügen einer Gleichung vierten Grades F(x\ x'\ x") = ü. 
Betrachtet man die Parameter als die Coordinaten eines Punktes in einer 
Ebene, so stellt diese Gleichung eine Curve vierter Ordnung F^ dar. Die 
Spitzen der in dem Flächennetz enthaltenen Kegel bilden eine Raumcurve 
sechster Ordnung, deren Punkte auf die angegebene Weise den Punkten 
von F4 eindeutig zugeordnet sind. Jede der 28 Geraden, welche zwei der 
Grundpunkte P^ und Pß verbindet, schneidet die Raumcurve in zwei Punkten. 
Die ihnen entsprechenden Punkte von F4 sind die Berührungspunkte einer 
Doppeltangente. 

Die Beziehung zwischen den Punkten der ebenen Curve vierter 
Ordnung und der Raumcurve sechster Ordnung ist von Hesse auf rein 
analytischem Wege hergestellt. Die geometrische Deutung dieser Beziehung 
hat er sich dadurch erschwert, dass er sowohl die Grössen x^"^ als auch 
die Grössen y^*'^ als Punktcoordinaten aufgefasst hat. Betrachtet man die y^"^ 
als Punktcoordinaten und die x^^^ als Liniencoordinaten (oder die y^""^ als 
Ebenencoordinaten und die a;^^^ als Punktcoordinaten), so gelangt man zu 
derjenigen rein geometrischen Darstellung, welche Herr Stnrm (dieses Journal 
Bd. 70, S. 229) gegeben hat (oder der reciproken): Die Gesammtheit der 
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Flächen zweiter Klasse, welche sieben gegebene Ebenen £„, ... Eo und 
eine dadurch bestimmte achte Ebene E; bertlhren, wird ein Flächengewebe 
genannt. Diejenigen Flächen des Gewebes, welche in Kegelschnitte dege- 
neriren, berühren jede der acht Grundebenen in den Punkten einer Curve 
vierter Ordnung, z. B. E„ in den Punkten von F4. Die Ebenen dieser Kegel- 
schnitte umhüllen eine developpable Fläche sechster Klasse Fq. Jeder Be- 
rUhrungsebene von F^ ordne ich den Punkt von F^ zu, in welchem der in 
ihr liegende Kegelschnitt die Ebene E,, berührt. Dann sind die Punkte 
von F4 und die Ebenen von F,, einander gegenseitig eindeutig zugeordnet. 
Durch die Gerade G„^, in welcher sich die Ebenen E^ und E^ schneiden, 
gehen zwei Berührungsebenen von F^. Die ihnen entsprechenden Punkte 
von F4 sind die Berührungspunkte einer Doppeltangente G^^% Die gemein- 
samen Berührungsebenen der beiden Kegelschnitte in jenen beiden Berüh- 
rungsebenen umhüllen eine Developpable vierter Klasse, welche in den Ebenen- 
büschel mit der Axe G„ß und eine Developpable dritter Klasse D^ß zerßlllt. 
Die Doppeltangente GS)/ ist mithin die Gerade, längs welcher E,, von der 
Developpablen (G^ß, D„ß) berührt wird. Daher ist Gf/P = G,,« die Schnittlinie 
von E„ und E« und G^j} («,/?= 1, ... 7) die Gerade, längs welcher die De- 
veloppable dritter Klasse D„ß die Ebene E„ berührt. Die gemeinsamen Be- 
rührungsebenen von irgend zwei Flächen des Gewebes umhüllen eine De- 
veloppable vierter Klasse, welche von einfach unendlich vielen Flächen des 
Gewebes berührt wird, der durch jene beiden bestimmten Flächenschaar. In 
jeder solchen Flächenschaar befinden sich vier Kegelschnitte. Die einzigen 
in dem Gewebe enthaltenen Developpabeln vierter Klasse, welche zerfallen, 
sind die 28 Developpabeln (G^^, D„ß). (ßturtn, 1. c. S. 224.) 

Nachdem die T/ewesche Darstellung so modificirt und der geometri- 
schen Anschauung zugänglich gemacht ist, k^ann man leicht die Beziehung 
erkennen, in welcher sie zu den Untersuchungen von Aronhold (Berliner 
Monatsber. 1864, S. 499) steht: Eine Developpable vierter Klasse des be- 
trachteten Gewebes wird von jeder Ebene E in einer Curve vierter Klasse 
K geschnitten, welche die acht Schnittlinien von E mit den acht Grund- 
ebenen E„ berührt. Ist E eine Berührungsebene der Developpabeln, so re- 
ducirt sich K auf eine Curve dritter Klasse. Ist endlich E eine der acht 
Grundebenen, z. B. E„, so hat die Curve dritter Klasse K nur noch sieben 
feste Tangenten, nämlich die Geraden Gj^. Unter den Tangenten von K 
ist besonders bemerkenswerth die Gerade T, längs welcher Eo die betrachtete 
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Developpable berührt. Ordnet man die Gerade T und die Curve K ein- 
ander zu, so entspricht jeder Geraden T der Ebene E^y eine Curve dritter 
Klasse K, welche die sieben festen Geraden G,,« und die Gerade T be- 
rührt, und jeder Curve dritter Klasse des Curvengewebes mit den sieben 
Grundtangenten G„« eine bestimmte ihrer Tangenten T. Unter den Curven 
dieses Gewebes giebt es 21, welche zerfallen in den Punkt, in dem siqh 
zwei der sieben Grundtangenten Ca und G„^ schneiden, und den Kegel- 
schnitt, der von den flinf anderen berührt wird. Dieselben sind die Schnitte 
der zerfallenden Developpabeln (G«^^, D^ß) und der Ebene E,,. Die 21 
Geraden T, welche diesen zerfallenden Curven K entsprechen, sind die 
21 Doppeltangenten der durch die sieben gegebenen Doppeltangenten G„« 
bestimmten Curve F». Die Aronholdscke Figur ist also der Durchschnitt der 
Hesse- Stur mschen Figur mit einer ihrer acht Grundebenen. 

Nun lässt sich aber, wie zuerst Herr Qodt (Inauguraldissertation: 
Heber den Connex erster Ordnung und zweiter Klasse y Göttingen 1873, vgl, 
Clebsch- Lindemann , Vorlesungen über Geometrie^ Abth, 7, Abschnitt VIF) be- 
merkt hat, die Aronholdscke Theorie dadurch vereinfachen, dass man sie 
auf folgenden Satz basirt: 

I. Sind in einer Ebene sieben gerade Linien gegeben, so geht durch 
jeden Punkt ein und nur ein Paar von geraden Linien, welche zusammen mit 
den sieben gegebenen die gemeinsamen Tangenten zweier Curven dritter 
Klasse bilden. 

Aronhold geht davon aus, dass, wenn sieben Gerade gegeben sind, 
jede achte Gerade eine Schaar von Curven dritter Klasse bestimmt, die 
noch eine neunte Tangente gemeinsam haben. Diese beiden Tangenten 
und ihren Durchschnittspunkt nennt er das letzte Tangentenpaar der Schaar 
und seinen Scheitel. Die Gerade T, welche einer Curve K des Gewebes 
entspricht, definirt er als den Ort der Scheitel der die Curve K berührenden 
letzten Tangentenpaare. Aber er erwähnt nicht, dass jeder Punkt der Ebene 
der Scheitel von nur einem solchen Tangentenpaare ist, und er benutzt in 
seinen geometrischen und analytischen Entwicklungen immer nur die Zu- 
ordnung der Geraden T und der Curven K, aber nicht die einfachere Zu- 
ordnung zwischen den letzten Tangentenpaaren und ihren Scheiteln. Wenn 
nun auch die geometrischen Sätze, die auf diesem Wege erhalten werden, 
nur wenig über die ^ronAo/cfschen Resultate hinausgehen, so gewinnen doch, 
wie ich im Folgenden zeigen werde, die analytischen Entwicklungen durch 
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diese J\[tiditicatioii aiisaerordeiitlirli an Eiufachheit und SyraiDetrie. Ehe ich 
aber dazu Übergebe, will ich auäeinandersetzeu, wie man die Hesse-Slarmschs 
Darstellung in ähnlieher Weise vereinfachen kann, wie dies Herr Godt mit 
der Aronkoldachen Theorie getlian hat. 



§1. 

Ueomptrisrhe EnWkklung- iUt lit'zk'liiiiigi'n iwischeri de» 28 Üoiipfltangenlcn. 

Nennt man die acht Punkte") P,„ ... P,, in denen eine bestimmte 
Fläche zweiter Klasse eines Gewebes die acht Grnndebencn E,,, . . , E, be- 
rührt, entsprechende Punkte, sn sind je zwei der acht Ebenen collinear, so 
dass den Punkten einer Geraden in einer Grundebene auch in jeder andern 
die Punkte einer Geraden entsprechen. Speciell entspricht der Geraden G^^ 
der Ebene E,., in welcher E„ von £,j geschnitten wird, dieselbe Gerade in 
der Ebene ß^. Die 28 Geraden G]"^, welche den 28 Schnittlinien G„,^ in der 
Ebene Et, entsprechen, sind die 28 Uoppeltangenten deijenigen Curve vierter 
Ordniin^r C„, welche bereits dadurch vollständig bestimmt ist, dass sie die 
sieben Geraden &'„„ ... G,>- zu sieben solchen Doppeltangenten hat, von 
denen je drei azygelisch sind. (Azygetisch nenne ich drei Doppeltangenten, 
wenn ihre sechs Berührungspunkte nicht auf einem Kegelschnitt liegen. 
Vgl. dieses Journal Bd. 96, S. 85.) Da den Punkten der Geraden G^^^ in 
der Ebene E., die Punkte derselben Geraden in der Ebene E, projectivisch 
entsprechen, so giebt es auf derselben zwei sich selbst entsprechende Punkte 
P.,;, und Q^^. Die ihnen in der Ebene E„ correspondirendeu l'unkte sind die 
Berührungspunkte der Doppeltangente &^) mit der CurVe vierter Ordnung C„. 

Ka ist leicht, diese Sätze geometrisch zu beweisen: Durch neun Be- 
rilhrungsebenen ist eine Fläche zweiter Klasse bestimmt. Fallen drei der- 
selben zusammen, so ergiebt sich der Satz: 

II. Eine Fläche s^tceiter Elmse ist im Allgemeinen vollständig be- 
stimmt, wenn sieben ihrer Beruhruiiysebenen gegeben sind und der Pvnht, in 
dem sie eine derselben berithrt. 

Eine Fläche eines Gewebes mit den acht Grundebenen E,^ ... Ej 
ist fol^lfoh durch die Bedingung, die Ebene E„ in einem beliebig auf der- 
selben gewühlten Punkte P„ zu berühren, vollständig bestimmt. Durch einen 

*) Sük'lie «cht Punkte Bind immer die Schnittpunkte dreier Flüchen zweiter Ord- 
iiuu^, nie dta ÜL>lraclitaug der Folartigur des Qewebes in Bezog auf jene Fläche zeigt. 
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der acbt Punkte P«/ in denen eine Fläche des Gewebes die acht Ebenen 
E,, berührt, sind also die Übrigen eindeutig bestimmt. 

In einem Flächengewebe giebt es unzählig viele Flächenschaaren. 
Die gemeinsamen BerUhrungsebenen. der Flächen einer Schaar umhüllen 
eine Developpable vierter Klasse: Jede dieser Ebenen E wird von den 
Flächen der Schaar in den Punkten einer Geraden berührt, nämlich der 
Geraden, längs welcher E die Developpable berührt. Speciell berühren 
daher die Flächen einer in dem Gewebe enthaltene^j Schaar jede der acht 
Grundebenen E^ in den Punkten einer Geraden. Umgekehrt bilden alle 
Flächen des Gewebes, welche E« in den Punkten einer Geraden berühren, 
eine Schaar, weil die Gerade durch zwei ihrer Punkte und die Schaar 
durch zwei ihrer Flächen bestimmt ist. Die Flächen des Gewebes, welche 
eine der acht Grundebenen in den Punkten einer Geraden berühren , be- 
rühren daher auch jede andere Grundebene in den Punkten einer Geraden. 
Durchläuft also der Punkt P^ in der Ebene E,, eine Gerade, so durchläuft 
auch der entsprechende Punkt Pß in der Ebene E^ eine Gerade. Die acht 
Grundebenen sind folglich durch die obige Festsetzung über das Entsprechen 
ilirer Punkte collinear auf einander bezogen. (Vgl. Heye, Geom. d. Lage^ 
2. Anß. Ablh. n, S. 230.) 

Berührt eine Fläche des Gewebes die Ebene E,, in einem Punkte 
P,, auf der Geraden G^ß, so gehen durch diese Gerade drei Berührungs- 
ebenen all die Fläche, nämlich die Ebene Eß und die doppelt zu zählende 
P^bene JS«, und folglich liegt die Gerade G^ß auf der Fläche, und jede durch 
G^ß gehende Ebene berührt die Fläche in einem Punkte von G,,ß. Speciell 
liegt daher der Punkt Pß, in welchem die Fläche die Ebene Eß berührt, 
auf der Geraden G^ß. In den beiden projecti vischen Punktreihen, die dem- 
nach auf dem Träger G,,ß vereinigt liegen, seien P,,ß und Q^ß die sich selbst 
entsprechenden Punkte. Diejenige Fläche des Gewebes, welche die Ebene 
E,, in P^ß bertihrt, berührt dann auch die Ebene Eß in demselben Punkte. 
Eine Fläche zweiter Klasse aber, welche in einem Punkte P^ß zwei ver- 
schiedene Bepührungsebenen hat, ist ein Kegelschnitt, wefcher die Schnitt- 
linie G,,ß der beiden Ebenen berührt. Berührt umgekehrt ein Kegelschnitt, 
der eine Fläche zweiter Klasse des gegebenen Gewebes ist, die Ebene E^ 
in einem Punkte P^ auf der Geraden G^ß, so berührt er in diesem Punkte 
auch die Ebene Eß. Denn würde er sie in einem andern Punkte Pß be- 
rühren, so hätte er drei Punkte mit der Ebene Eß gemeinsam, nämlich den 

36* 
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Punkt P„ und den doppelt zu zählenden Punkt P^, und er mtisste daher 
ganz und gar in £j liegen. In dieser Ebene liegt aber im Allgemeinen 
kein Kegelschnitt des Gewebes. Derselbe müsste nämlich die sieben von 
E^ verschiedenen Grundebenen Ex berühren, also die sieben Geraden G^^ 
zu Tangenten haben. Da aber sieben von den acht Ebenen willkürlich ge- 
wählt werden können, so berühren im Allgemeinen sechs der Geraden Gi^ 
nicht einen Kegelschnitt. 

Ist G„ eine beliebige Gerade der Ebene £,,, so bilden die Flächen 
des Gewebes, welche £,, in den Punkten von G^ berühren, eine Schaar. 
In derselben befinden sich vier Kegelschnitte, und daher liegen auf G„ vier 
Punkte, in denen G„ von Kegelschnitten des Gewebes berührt wird. Die 
Berührungspunkte aller Kegelschnitte des Gewebes mit der Ebene J5« bilden 
folglich eine Curve vierter Ordnung C«. Dieselbe hat nach den obigen 
Entwicklungen die sieben Geraden G^x zu Doppeltangenten und wird von* 
G,,i in den Punkten P,a und Qax berührt. 

Da die acht Curven C„ projectivisch auf einander bezogen sind, so 
entspricht jeder Doppeltangente der Curve C« eine Doppeltangente der Curve 
r^. Insbesondere haben die beiden Curven C„ und Cj die Doppeltangente 
G.^ gemeinsam und werden von derselben in den nämlichen Punkten P^^ 
und P,,.^ berührt. Entspricht der Geraden G«^ in der Ebene E„ (oder E^) 
die Gerade Gf/^ in der Ebene Ey^ so sind die sieben Geraden (?„„ (« = !,... 7) 
und die 21 Geraden G^^) {p^ß— li--- 7) die 28 Doppeltangenten der Curve 
C,. Dies Ergebniss lässt sich auch so aussprechen: 

III. Alle Flächen des Gewebes, welche die Gerade (f«^^ enlhallen, be- 
rühren die Ebene E.. in den Punkten der Doppelfangente Gj^J. 

Eine Fläche des Gewebes, welche durch den Schnittpunkt P^^^ der 
drei Ebenen E,,, Ej, E^ geht, muss eine ^er drei Geraden G,.,, G.«, G^^ 
enthalten. Denn der von P,,^5,. an die Fläche gelegte Berührungskegel zer- 
tallt in zwei Ebenenbüschel, deren Axen die beiden durch jenen Punkt 
gehenden Geraden der Fläche sind. Da £^, E^, E^ Berührungsebenen 
dieses Kegels sind, so gehören zwei dieser Ebenen, etwa E« und E^^ einem 
der beiden Ebenenbüschel an (und die dritte dem andern). Daher ist ihre 
Schnittlinie G,,^ eine Gerade auf der Fläche. Daraus folgt: 

IV. Alle Flächen des Gewebes^ welche durch den Schnittpunkt der 
Grundebenen E,. £j, E., gehen, berühren die Ebene Ex in den Punkten der 
drei Doppeltangenten G^^, G^l\ Gi^. 
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■ 

Allgemeiner bilden, wenn P ein beliebiger Punkt des Raumes ist, 
die Berührungspunkte der Ebene £„ mit den durch P gehenden Flächen 
des Gewebes eine Curve dritter Ordnung, welche die Curve C„ in sechs 

• 

Punkten berührt, die nidit auf einem Kegelschnitt liegen, und die zwölf 
Berührungspunkte von zwei solchen Berührungscurven dritter Ordnung, die 
den Punktert P und Q entsprechen, liegen auf einer Curve dritter Ordnung, 
dem Orte der Berührungspunkte derjenigen Flächen des Gewebes, fllr welche 
P und Q harmonische Pole sind *). Damit die einem Punkte P entsprechende 
Curve dritter Ordnung einen Doppelpunkt habe, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass P entweder in einer der acht Grundebenen liegt, oder auf 
einer gewissen Fläche achter Ordnung, der Singularitätenfläche des Linien- 
complexes dritten Grades, welcher von den Geraden aller Flächen des Ge- 
webes gebildet wird **). Einem Punkte P in der Ebene £„ entspricht eine 
Berührungscurve dritter Ordnung, welche P zum Doppelpunkt hat.* Sind 
P und Q zwei Punkte in der Ebene JB^, so liegen die zwölf Berührungs- 
punkte der beiden ihnen, entsprechenden Curven dritter Ordnung auf einer 
Curve dritter Ordnung, welche auch durch die beiden Punkte P und Q geht. 
Legt man durch die sechs Berührungspunkte einer solchen speciellen Be- 
rührungscurve dritter Ordnung (welche einem Punkte in der Ebene JE,, ent- 
spricht) und durch ihren Doppelpunkt eine beliebige Curve dritter Ordnung, 
so schneidet diese die Curve C„ in sechs weiteren Punkten, in denen sie auch 
wieder von einer bestimmten Berührungscurve dieses speciellen Systems, 
berührt wird. 

Während in der Hesse^chen Theorie alle möglichen Berührungs- 
curven dritter Ordnung (eines der 36 Systeme) auftreten, (welche den Punk- 
ten des Raumes eindeutig zugeordnet sind), werden in der Darstellung des 
Herrn Godt nur die zuletzt erwähnten speciellen Berührungscurven benutzt, 
(welche den Punkten der Ebene JB„ entsprechen). Nach Satz I entspricht 



*) Ist die Fläche ein Kegelschnitt, so reducirt sich die Bedingung, dass P und 
harmonische Pole sind, darauf, dass einer der beiden Punkte in der Ebene des 
Kegelschnitts liegt. Durch P gehen die Ebenen von sechs Kegelschnitten und ebenso 
durch Q. In Bezug auf diese zwölf in Kegelschnitte degenerirende Flächen sind P 
und Q harmonische Pole. 

**) Nach einer Angabe von Cayley (Salmon, Geom. of three dim. ed. 3, pag. 188, 
Anm.) ist die Discriminante der in § 7 mit H(x,y) bezeichneten Function dritten Grades 
von X, x^\ a?'" gleich Aß', wo A und B ganze Functionen achten Grades von y^"\ 
y'y y"> y'" sind, und -4 = das Product der Gleichungen der acht Grundebenen ist, 
^ = die Gleichung der oben erwähnten Singularitätenfläche. 
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Klasse giebt, welche die neun Geraden Oy zu Tangenten haben, in der 
Möglichkeit, neun Grössen k^ so zu bestimmen, dass für jede homogene 
Function dritten Grades /^(a) die Gleichung 

(3.) SKf^(a,) = (.=!.... 9) 

besteht. Setzt man in derselben f^(a) == (x'a'i-x''a''+x'''a'")f2(a), wo /i(a) 
eine Function zweiten Grades ist, und 

/A \ f 'f 'tf 't' " ff 'ff f f fff fff f ff ff Jf 

(4.; X = astto —08 Ot,, oj = «8 Oo— OsOc) , x = agOg— agOg 

die Coordinaten des Schnittpunktes der Geraden a« und a^ sind, so er- 
hält man 

^IkxxJ-,(a{) = 0, 
wo 

{o.) a^x-f-cii^ +ÖX iP ^ Xi 

ist. Aus der Gleichung (1.) folgt mithin, dass sich die sieben Grössen kxXi 
wie die Grössen gx verhalten. Ich setze daher 

&2 = — -^ (i = l, ...7). 

Sind y, y", y^" die Coordinaten eines willkürlichen Punktes y^ ist 

(6.) a^y+a^y +aiy = y^, 

und setzt man in der Gleichung (3.) fj^a) = {y'a'+y"a"-\-y"'a"')fi(a), so er- 
hält man 

(7.) 2^f,{a,) = k,y,r,(as) + k,y,f,(ao). 
Sei h(y\ y'\ y"') eine willkürliche homogene Function zweiten Grades und 

/o \ I. 1. L/^ff fff fff ff fff f f ift I n II i\ 

Nach Gleichung (7.) ist dahn 

-?Axi^^ = hy^Ks+hyc^K^ 

l Xx 

und daher 

«,A •«'X •*'i X •*'x X •*'x 

Nach derselben Gleichung ist aber, weil Ägg==Ag9 = ist und nach (4.) 
Aho. = h(x) ist, 

X •*'X X •*'X 

und folglich 

5*«^^^^ = 2k,k,y,y,h(x). 



284 



Frobenius, über die Doppellaugenten einer Curce vierler Ordnung. 



Setzt man also 



(9.) 2:\Kx'''--"'- 

x,l ^x ^A 



9f9xy»y^ _ _ 2L{x,y)h{x) 



n(xx) 



so ist die ganze homogene Function zweiten Grades L(x, y) der Variabein 
y\ y'\ y" bis auf einen constanten Factor gleich yay<j, und L(x, y) = ist 
die Gleichung der beiden durch den Punkt x gehenden Geraden, welche 
zusammen mit den Geraden a,, ... «; die geraeinsamen Tangenten zweier 
Curven dritter Klasse sind. 



§.3. 

Jeder Punkt ist der Soheitel eines letzten Tangentenpaares. 

Wird jetzt L(x, y) als Function der Coordinaten der beiden tpillkür- 
liehen Punkte x und y durch die Formel (9.) § 2 definirt, so ist umgekehrt 
zu zeigen, dass die Gleichung L(jt, y) = 0, falls x ein beliebig gegebener 
Punkt ist, zwei gerade Linien darstellt, die sich in x schneiden, und zu- 
sammen mit den gegebenen Geraden ai, ... a; die gemeinsamen Tangenten 
zweier Curven dritter Klasse sind. Zunächst behaupte ich , dass L(x, y) 
von der Wahl von h(x) unabhängig und in Bezug auf die Coordinaten von 
X eine ganze Function dritten Grades ist. Um dies zu beweisen, nehme 
ich für h(x) das Product zweier linearen Functionen 



(1.) HW'^x^''^ = f(x\ 2:\ fe^") j?«»'^ = g(x). 



Setzt man 



(2.) Ai = (fl, <'x, O;.), g,x = (b, a^, Oi), 
so werde ich zunächst zeigen, dass der Ausdruck 

als Function der Grössen a und x durch f(x) theilbar ist. Sind z und t 
willkürliche Punkte, und setzt man 



so ist 



a 



ff fff I r n nf 

a a X X X 



f ff fft \ \ t ff fff 



f(x) X, Xx 

r(t) t. h\ 



n 



fff I I mf 

. I 



Ol a\ äi ' t t t 
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and daher 



Auf der rechten Seite dieser Gleichung verschwindet aber das zweite und 
dritte Glied, weil nach Formel (1.), § 2 

X A 

ist, und daher zeigt dieselbe, dass M durch f(x) theilbar ist. Ebenso ist 
M durch g(x) theilbar. Setzt man also 

(3.) (/7x,)^/;,<7w^f^ = -2Lix,y)f{x)g{x), 

SO ist L eine ganze Function dritten Grades von x, x\ x'\ die von den 
Unbestimmten a\ a!\ d'\ b\ b'\ b'" unabhängig ist. Entwickelt man daher 
nach den letzteren Grössen, so zerfällt die Gleichung (3.) in sechs Glei- 
chungen. Multiplicirt man diese mit willkürlichen Constanten und addirt 
sie, so erhält man die Gleichung (9.) § 2. In Bezug auf die Coordinaten 
jeder der sieben gegebenen Geraden ist L(xj y) eine ganze Function fünften 
Grades. 

Die symmetrische bilineare Function 

r±\ VA g^gxVx^x _ 2 L(x;y,z)h (x) 

der beiden variabeln Punkte y und z geht für y == x in 

2^{2gXx) 
über, und dieser Ausdruck verschwindet, weil nach (1.) §2 £g^h^x = ^ 

X 

isti Die durch die Gleichung (9.) § 2 definirte quadratische Function L{x, y) 
des Punktes y verschwindet folglich für y = x von der zweiten Ordnung. 
Daher ist V eine ganze Function zweiten Grades der Determinanten 

(Zi \ ^if iif ffi it M t fft t f nr M Ji * II II I M III 

o.) X y —X y = tu y X y —xy = tu , xy —x y ^ tu , 

deren Coefficienten lineare Functionen von x sind, 

L(x, y) = t\rx'+ F'a:"+ r'x'"\ 
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WO V\ V"y V" quadratische Functionen von u sind. Dieselben sind nicht 

vollständig bestimmt, sondern können durch V+wu^ F"4-W, V"'+wu" 

ersetzt werden, wo w eine beliebige lineare Function von w ist. Da- 
gegen sind 

X' = n" V'"- u'" V", X" = u'" V'-u V"\ X'" = u' V'-^u" V 

völlig bestimmte kubische Functionen von u^ zwischen denen die identische 
Gleichung 

(6,) u'X'-\'u"X"+frX"' = 

besteht. Den Gleichungen (5.) genügt man, indem man 

(7.) X ^ a u —a u , x = a u—au , . x = au —a w, 

/O N ' 1 1' ff t "' 'f " I in I 1 1 ifi III 1 1 II IUI 

(ö.) y = u -0 u y y = u—bn j y = bu -b u 

setzt, wo a und b willkürliche Grössen sind, und die Determinante (a, b, w) 
mit / bezeichnet. Mithin ist 

/{\ \ T / ff fff ^fff ff . Lff fff Lfff " \ ^ i \'l / f "Vf I II -Vll , III •\rlli\ 

(9.) L{a u — a w , ...; b u —6 n , . . .) = (a, 6, w) (aA+o X +a X ). 

Nach Formel (9.) §2 verschwindet L(x,y)^ wenn xi = yi=^0 ist. Daher 
wird die Gleichung 

(10.) a'X'']'a''X"+a"'X"' = 

durch jeden der sieben Werthe u = a, befriedigt. Der Identität (6.) zufolge 
genügt ihr auch u = a. 

Die drei Functionen X', X\ X" sind linear unabhängig. Denn sonst 
könnte man a so wählen, dass die Gleichung (10.) für alle Werthe von u 
erfüllt wäre. Der Gleichung (9.) zufolge wäre daher L{x^ y) = 0, wenn y 
beliebig ist, x aber der Gleichung f{x) = JS'o^'^^a?^*^ = genügt. Daher wäre 
L(x, y) durch f(x) theilbar. Da nun L(x^ y) für y = x von der zweiten 
Ordnung verschwindet, so müsste sich der Quotient als ganze Function 
zweiten Grades der Determinanten (5.) darstellen lassen, wäre also gleich 
i^ Vy wo V eine quadratische Function von u ist. Demnach wäre P"^ = o^'-^ V 
und mithin X' =^ (a"u"-a"u')V, .... Da nun die drei Functionen A^^> für 
die sieben Werthe u=^ ai verschwinden, so müsste (da a mit einer der Ge- 
raden a^ zusammenfallen könnte) der Kegelschnitt F = mindestens sechs 
der Geraden ai berühren. Ich habe aber vorausgesetzt, dass die sieben 
gegebenen Geraden projectivisch unabhängig sind. 

Ist nun x ein beliebiger Punkt, so stellt die Gleichung L{x^ y) = ^ 
zwei gerade Linien dar, die ich das dem Punkte x entsprechende Linien- 
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paar nennen werde. Ist u eine derselben (also die Verbindungslinie des 
festen Punktes x mit dem veränderlichen Punkte y), und ist a irgend eine 
durch x^ b irgend eine durch y gehende Gerade, so lassen sich x und y 
auf die Form (7.) und (8.) bringen, und mithin folgt aus der Gleichung 
t{x, y) = die Gleichung (10.). Jede der beiden durch die Gleichung 
L(x^ y) = dargestellten Geraden berührt also alle Curven dritter Klasse, 
welche (10.) darstellt, wenn man für a alle durch x gehenden Geraden 
nimmt. Da alle diese Curven auch die sieben gegebenen Geraden berühren, 
so ist damit gezeigt, dass für einen beliebigen Werth von x die Gleichung 
L(x^ y) = zwei gerade Linien darstellt, die zusammen mit den sieben ge- 
gebenen Geraden unzählig viele Curven dritter Klasse berühren. 
Setzt man in der identischen Gleichung (9.) oder 

L{a:'u"'-'a:''u\ . . .; b"u"-'b'"u'\ . . .) = (a, 6, w)^«, «, V) 

für die willkürlichen Grössen a', a\ a" die Functionen V\ ¥", V", so 
erhält man 

L(X; b"u'"^b'"u", . . .) = 0. 

Die Function L{X,y) verschwindet also, wenn -2'ti^''^y^''^ = ist, und ist 
folglich durch JS'fi^''^y^''^ theilbar, 

(11.) L(X,y) = y„(ti'y'+u'>''+ii''V''0(£^V+f/V+£^''y''), • 

wo flr,^ eine Constante ist und U', £/", U'" ganze Functionen achten Grades 
von u sind. Durch die Coordinaten einer der beiden Geraden w, welche 
die Gleichung L(x,y)—0 repräsentirt , lassen sich also die der anderen U 
als ganze Functionen achten Grades darstellen. (Geiser, dieses Journal 
Bd. 67, S. 80.). Der Punkt x, in welchem die eine der beiden Geraden 
u von der anderen geschnitten wird, ist nach Gleichung (11.) durch die 
Formel 

_/ ^tt in 

iC U/ X 



X' X" X'" 

beätimmt. Die beiden dem Punkte x entsprechenden Geraden « nnd U sind 
die beiden von a,, ... a, verschiedenen Lösungen der Gleichungen 



X' X" X 



III 



x' "" x" "" x'" 



Unter den Coordinaten des Schnittpunktes der beiden Geraden o« und a^ 
sollen in dem Falle, wo nicht nur ihre Verhältnisse in Betracht kommen, 
die Determinanten 

37* 
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/-t C% \ ff ff fff ff *ff f t ni t n n t 

(^1^.; a«»^-«««^, a^aß—aaüß, aaOß-aaOß 

verstanden werden, welche das Zeichen wechseln, wenn man a mit ß ver- 
tauscht. Setzt man diese Werthe für x\ x\ x" in L(x,y) ein, so erhält 
man nach (9.) § 2 

(13.) L(x, y) = [a, ß, aß]y^yß, 

falls man zur Abkürzung 

(14.) [«, ß, aß] = --g.gßnVaßO 

setzt, wo l die fünf von a und ß verschiedenen Indices durchläuft. 

Da L(x, y) für y = a: von der zweiten Ordnung verschwindet so ist 

(15.) L(x; y, zf^-Lix, y)L{x, z) = i(x, y, «)'^F(x), 

wo F(x) eine ganze Function vierten Grades von x ist. Im Schnittpunkte 
(12.) der beiden Geraden a^ und Oß hat dieselbe nach (13.) den Werth 

(16.) [«, ß, a/S]\ 
Wendet man also die Bezeichnungen (1.) und (2.) an, so hat der Ausdruck 

im Schnittpunkte von «„ und Oß den Werth Null. Die Curve fünften Grades 
K = hat daher mit der Geraden a^ die sechs Punkte gemeinsam, in denen 
diese von den Geraden ag, ... a-j geschnitten wird, und mithin ist Y durch 
0?! theilbar, und ebenso durch Xx^ ... x-;. Da aber die Function V nur vom 
fünften Grade ist, so verschwindet sie folglich identisch, und mithin ist 

Die Coefficienten von F(x) sind also ganze, ganzzahlige Functionen der 
Coordinaten der sieben gegebenen Geraden, in Bezug auf die Coordinaten 
jeder einzelnen vom zehnten Grade. 



§4. 

Analytische Darstellung der 28 Doppeltangenten durch sieben unter ihnen. 

Die Gleichung (9.) § 2 zeigt, dass L{xjy)^ wenn y der Bedingung 
y^ = genügt, durch j-« theilbar ist. Ist daher y der Schnittpunkt der 
beiden Geraden y« = und y,? = 0, so ist L durch ot^.Xß theilbar. Der 
Quotient ist eine lineare Function von x, die ich mit 
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aN t f , II n . tu III 

bezeichne. Dieselbe ibt durch die Gleichung 

(2.) L(x; a,,aß-aa aß, . . .) = x^XßX^ß 
definirt*). Damit diese Gleichung auch für a = ^ richtig bleibt, setze ich 
Xaa = 0. Nach Formel (9.) § 2 ist 

/. 

Setzt man z.B., indem man auf die Symmetrie verzichtet, h{x)=^ x^x^^ so 
erhält man**) 

Die Coefficienten von a^ß sind also ganze ganzzahlige Functionen der Co- 
ordinaten der sieben gegebenen Geraden, in Bezug auf die von a« (und Oß) 
vom sechsten Grade, in Bezug auf die jeder der fünf andern Geraden vom 
fünften Grade. 

Mit Hülfe der linearen Functionen x,,ß lässt sich die Function L(xy y) 
in einer sehr einfachen, aber unsymmetrischen Weise ausdrücken. (Vgl. 
Godty Lindemann 1. c. S. 1011.) Da sie für y = a: von der zweiten Ord- 
nung verschwindet, so lässt sie sich als ganze Function zweiten Grades 
der Determinanten 

Xßtfy-x^f/ß = J7«, x^y^-x^y^ = Uß, x^yß-Xßy, = U^ 
darstellen, 

flßyL(x,y) = ZX^^U^U^ (a, V = «. ^, >-), 

deren Coefficienten X^y lineare Functionen von x sind. Setzt man y^r=y^ = 0, 
so erhält man 



*) Das Vorzeichen von x,j,ß ist mit Rücksicht auf die Gleichungen (15.) und 
(16.) § 10, das von L{x,y) mit Rücksicht auf die Gleichung (16.) §8 gewählt. 

**) In seiner Schrift: Abriss einer Theorie der Abelschen Functionen eon drei 
Variabein beweist Herr Schottky (S. 45) die Existenz einer Thetafunction dritten Grades 

welche für 

gleich 0x0x0x1 wird. Ersetzt man seine Zeichen f, 17, f; m, u\ m"; ai, bi, ci durch 
y'f y"f y'",' ^'> ^"> x'", a;., a", a'i', so zeigt die Formel (2.), dass L(x, y) das Aggregat 
der Glieder dritter Ordnung in der Entwicklung jener Thetafunction nach Potenzen 
von M, u', u" ist. Die Formel (4.) ist mit der von Herrn Schottky, S. 35 entwickelten 
Gleichung (81.) identisch. 



290 Frobenius, über die DoppeUangeriten einer Oirce eierier Ordnung. 

m 

Daher ist .-X«« durch x,, theilbar, Xaa = k^x^, wo &« eine Constante ist. 
Ebenso ist Xß^ = kßXß, X^^ = k.^Xj, und folglich 2X^ß=^ k^Xß+kßX^—x^ß. 
Mithin ist 

PaßMx.y) = -(Xß,UßU,+ x,^U,U^+x^ßU^Uß) + (:Sk,U,X^x^U;), 
also, weil 2x^11^ = ist, 

yßX^ßya-Xay.O+^aßC^r-ya-^ayrX^ryß-Xßy;). 

Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung (15.) § 3 ein, so erhält man 

faßr f^ \^J ~ •'^a Xßr + ^ß ^ya + ^y ^^ß "" ^^aß ^ay ^ß ^y "" ^^ßy ^ßa ^y ^a 
-2Xj.^X^ßX^Xß = N(]^XaXß^ + ]^XßX^^+yXyX^ß), 



y+x^^^Xßy.-x,, 



(6.) 



wo N die Norm bedeutet. Daher sind die 21 Geraden a^ß zusammen mit 
den sieben Geraden o« die 28 Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung 
F(x) = 0. Dieselbe ist nach Formel (17.) §3 durch die sieben Doppel- 
tangenten a«, welche willkürlich angenommen werden können, eindeutig 
bestimmt. 

In symmetrischer Weise kann man die Function L(x, y) durch die 
Functionen x^ß so ausdrücken: Ist k(y) eine beliebige ganze Function dritten 
Grades von y und k^ß ihr Werth im Punkte (12.) § 3, so ist 



Denn multiplicirt man die Differenz zwischen der linken und rechten Seite 
mit n(ji^^ so erhält man eine ganze Function fünften Grades von y, die 
nach (2.) für y^ = y ^ ~ ü verschwindet und daher identisch Null ist. (Vgl. 
den Beweis der Formel (17.) § 3.) 

§5. 

Die Determinante dreier azygetischen Doppeltangenten. 

Schreibt man der Symmetrie halber für x^ auch a:«„ = j?,,« (a?,,,, = 0), 
so nenne ich drei verschiedene Doppeltangenten a^i, a^^, a^,„ syzygetisch, 
wenn die Anzahl der Indices 0, 1, 2, ... 7, welche unter den Indicea 
^f K "9 ^9 P^ ^ unpaar mal vorkommen, gleich oder 4 ist, azygetisch, 
wenn sie gleich 2 oder 6 ist. Die Determinante 

(1.) (ö,;t, o^K, a^a) = [^'^> ^*r, pa] 
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lässt sich dann, wenn die drei betrachteten Doppeltangenten azygetisch sind, 

•als Product aus den Determinanten dritten Grades /"«^^ und den Detenni- 

nanten sechsten Grades g^ darstellen, wenn sie aber syzygetisch sind, nicht 

auf diese Weise, sondern nur als eine Summe von zwei solchen Producten. 

Aus Formel (4.) § 4 folgt 

(2.) [1, 2, 67] = --gigifmfityifiafmfns' 

Mittelst der Formel (4.) § 4 kann man alle Doppeltangenten durch drei 
unter ihnen ausdrücken und so die Determinanten (1.) sämmtlich berechnen. 
Drückt man z. B. a?,2, aru, x^ durch j?4, Xj, x^i aus, oder was auf dasselbe 
hinauskommt, benutzt man die identische Gleichung 

[4, 12, 13][4, 5, 6] = [4, 12, 5][4, 13, 6]- [4, -.12, 6][4, 13, 5] 

und setzt für die Determinanten auf der rechten Seite ihre Werthe aus der 
Formel (2.) ein, so erhält man 

[12, lo, 4J == g^g59iif*uf^\3fMnf^75h5(i\~~'nZb/rKi/4Vif^^^^ 

oder weil der Ausdruck in der Klammer nach Formel (2.) § 2 gleich gr. ist, 

(3.) [12, 13, 4] = ^gig5g6g-f*uf4nf4mf475fv^' 

Der Factor s ist gleich +1 und ist (hier und fta Folgenden) nur darum 
hinzugefügt, weil er in —1 übergeht, falls man die Indices 1, 2, ... 7 durch 
eine uneigentliche Permutation derselben ersetzt. 
Weiter findet man mittelst der Identität 

[12, 13, 23][12, 5, 6] = [12, 13, 5][12, 23, 6]-[l2, 13, 6][i2, 23, 5], 

falls man für die Determinanten auf der rechten Seite ihre Werthe aus der 
Formel (3.) einsetzt. 

[io^ Ol, 12J/35,, = •~g^g!,gfig'f!^\'fm7nSl/45€)(j31Gf3if}'~fil(if325)) 

also weil der Ausdruck in der Klammer gleich /312/350 ist, 

(4.) [23, 31, 12] = -giMgifu^ff^^M^^-U- 
Endlich ergiebt sich aus der Identität 

[12, 13, 14][12, 5, 6] = [12, 13, 5][12, 14, 6]-[12, 13, 6][12, 14, 5] 
die Formel 

[12, 13, 14] = ^3fl^4^5S'ü^?/i«7(— /\35/'l4r/73oA4. + A4«/735/i45/i3r,), 

also w-eil der Ausdruck in der Klammer gleich gi ist, 

(5.) [12, 13, 14] = f:g,g,g,glgWifr^7. 
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Die Ubrigeö Determinanten können auf diesem Wege nur durch 
ziemlich complicirte Umformungen erhalten werden. Deshalb schlage ich 
bei ihrer Berechnung einen anderen Weg ein. Benutzt man in der Formel 
(2.) § 4 die Darstellung (5.) § 4 der Function L(x, y), so erhält man 

also weif 
ist, 

Xli (Xju,i - Xßfua) {Xafxiß — Xßf^y^ + a?3, (jCaf^Zß — ^^Asa) (xjiiß - Xßf^^^ 
+ Xri(xJ^^ß — Xßf^X^(Xafnß-'Xßfyi^ = fu^XaXßXaß. 

Daraus folgt, dass der Ausdruck 

durch j?„ theilbar ist, dass also /j^a« eine Constante ist, die flir a = 1, 2, 3 
verschwindet. Setzt man x,2 = iF,3 = 0, so erhält man 

[23, 31, 12]f,aua = [«, 31, 12]A,3/',,3a 

und daher nach (3.) und (4.) 

fuM ^ 9*9^97 hblj /1237 = "^9*9^90 f*H)' 

Daher ist z. B für « = 4 [vgl. Riemann^ Ges, Werke, S. 465, Formel (17.) 
und (18.)] • 

n^ ^»i__i__^J'__L ^»3 — 9j9i97h%if\%i ^ 

V'V r' ' f T /i — f f f **' 

'SJI /314 Mt4 /t34/si4/l34 

Setzt man den für x^ geiundenen Ausdruck (6.) und den analogen für Xß 
in die obige Formel ein, so erhält man 

•^23 {fziafuß + flXßfvia) + ^3l \f\lafnß + fußfiZa) + ^12 (,f2iafilß'+ fzZßfzia) 

= A23 (fma Xß + fx 2Zß X^ + fl-ii X,,ß. 

Z. B. ist für a = 1, /^ = 4 

Sy") /l234^1+/l34^12+/l42^l3"f"/l23^U = ^ 

und für a = 3, /:/ = 4 

/31 4 ^23 4" /23 4 ^3 1 = /123 «^34 + / 1234 ^3« 

Nun ist aber nach (6.) 

(/3u3^23+/234^3l)/l24 = fzMfz^2Xn'{- fmfllZ\X^. 



(8.) 
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Daher ist 

. (l^V i3*lh^^l2 — /123/124^34 = /1234(/124^3 /IM^V ==/ 123* (/ 134^2 /234^l)« 

(vgl. Äronhold 1. c. S. 505.) 

Setzt man in der Formel (8.) für Xa und Xß ihre Ausdrücke aus (6.) ein, 

so erhält man 

-^lliifinafuiß^aß = ^23(/3lan23^~/31/9A23o)(/12aAl23/9~"/l2^/l23a) 

+ ^31 \f\2al\2lß "" fl2ßn23a)(j23all23ß~'/23ßf\22a) 
+ ^12 (/23a/ I23y9 ""■/ 23^/123a) C/31a/123yS '"nißfuia)' 

Nun ist aber für a = 4, /? = 5 

A24/l235~~/125/l234 =^ ^^ \f 12*/ 467 9* '^112^1661 Qs) 9^9 T 

Femer ist nach Formel (1.) § 2 ^\9xfmfx67 = oder 

0^3/123/367 +^4/124/407 +0^5/125/667 = 0, 
also 

/124/1235 fnsflZiA = 5^30^6^7/123/ 367« 

Mithin ist 

« 

(11.) S,9j, „f», ^^^ ^ _^+_^+ ^.. 



fl'l^jfl'lf I«7ft67lj«7 9lTl67 9^1367 ^jAs«? 

Setzt man nunmehr in der Formel (10.) jr^ = a?2 = 0, so erhält man 

[12, 1, 2]/3«/342 = [34, 1, 2]A«A34, 

also nach (2.) 

(12.) [12, 1, 2] = —9\92f\2lfmfx2&fl2&f\2l' 

Zu dieser Relation kann man auch gelangen, indem man die für L(x,y) 
abgeleitete Darstellung (5.) § 4 in die Formel (13.) § 3 einsetzt. 

Setzt man ferner in der Formel (10.) Xi = x^ = 0, so erhält man 

[34, 1, 12]/;,3A24 = -/'l34A234[2, 1, 12], 

also nach (12.) 

(13.) [1, 12, 34] = — €9i9i9s9fy97f li* fsaif 125 fuafuT 

Setzt man in der Formel (9.) x^i = oJn = 0^ so ergiebt sich 

A^[l, 12, 13] = ~^3[14, 12, 13], 
also nach (5.) 

(14.) [1, 12, 13] = - 92939^959^^97 fi2Z' 
Setzt man endlich in der Formel (11.) x^ = a?,3 = 0, so ergiebt sich 
[45, 12, iS]9,gsrM^r^7 = [23, 12, 13]g,g,r^,fy^, 
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und daher iiacli (4.) 

(15.) [12, 13, 45] = 929^94959197 fmfASQf^7f2G'f367' 

Die entwickelten Formeln lassen sich auf eine geringere Anzahl 
zurückführen, indem man folgende Abkürzung einführt. Sei foaßr = faßr 
Dieser Ausdruck wechselt das Zeichen, wenn man zwei der drei letzten 
Indices vertauscht. Ich setze fest, dass er auch das Zeichen wechseln soll, 
wenn man den Index mit einem der drei letzten Indices vertauscht, so 
dass z. B. f^ßyi) = —fa.ir ^^^' Ferner sei 

(16-) fu^r^ = ^9i9,u9yhH>y 
wo €= +1 oder —1 ist, je nachdem aftydljjiv (oder luraßyd) eine gerade 
oder ungerade Permutation der sieben Indices 1, 2, ... 7 ist. Dann wechselt 
auch faßys das Zeichen, falls irgend zwei der Indices vertauscht werden. 
Setzt man 

(17.) 9n=n\(9il f9. = n\(\'g\),- 
so kann man die Gleichung (16.) auf die symmetrische Form 

bringen, wo f = +l oder —1 ist, je nachdem afty^xli^iv (oder xXuvaßyd) 
eine gerade oder ungerade Permutation der acht Indices 0, 1, ... 7 ist. 

Bei Anwendung dieser Bezeichnungen kann man die oben entwickelten 
Formeln durch die drei folgenden ersetzen: 

(18.) 9a[(^ß, «/, «<'] = 9^/a,nS> 

(19.) 9,,[ßy, ya, aß^ = 9a9^^9.^\faßr^, 

(20.) ^„[«/^, ^A, 5f.u] = —9^9ig^f^XaßfnuaßfMlfA^f»luofn).täX* 

Dabei ist zu bemerken, dass 

^0 = n\f9\ 

ist. 

§6. 

Dio Dotenniuaute dreier syzygetischen Doppeltangenten. 

Ich wende mich nun zu dem Falle, wo die betrachteten drei Doppel- 
tangenten syzygetisch sind. Aus der Identität 

[12, 23, 3][12, 4, 5] = [12, 23, 4][12, 3, 5] -[12, 23; 5][12, 3, 4] 

erhält man 



FrobeniuSj über die Doppeltangenten einer Curve cierter Ordnung. 295 

[12, 23, 3] = ffig49s9(i9Tfii3\^f423f¥}7f5Z7i56i^lS67iS2Zi46ii^7)' 

Da 

ffl ■= ~ A23M67/527/563+/567/523/463/427 

ist, so ist der Ausdruck in der Klammer gleich 

da', "'+ ö< "^ ^ Öo;" *^ ' 

wofür ich zur Abkürzung (j^Oj) schreiben will. Demnach ist 

(1.) [12, 23, 3] = 9,g,g,g,9if.^{^(h)- 

Zwischen den hier auftretenden Verbindungen .der Ableitungen der Aus- 
drücke Qx besteht eine bemerkenswerthe Relation. Aus der Gleichung (1.) 
§ 2 folgt . 

Multiplicirt man diese Gleichung mit g^, vertauscht dann a und ß und zieht 
die neue Gleichung von der ursprünglichen ab, so erhält man 

•F(4'..-^)-».(«.t-))«°') = «• 

Da aber durch die Gleichung (1.) § 2 die Verhältnisse der Grössen g, voll- 
ständig bestimmt sind, so hat folglich der Quotient 

für alle Werthe von l denselben Werth. Setzt mau i = a, ß, y, so er- 
hält man 

Ferner ist 

[12, 23, 34][12, 4, 45] = [12, 23, 4][12, 34, 45]-[12, 23, 45][12, 34, 4], 

und daher 

(3.) [12, 23, 34] = —gig^glglgifsßiCfmfi^fiöif^si-fmfi^sfMiTfis')' 
Ebenso folgt aus der Identität 

[3, 2, 12][3, 4, 5] = [3, 2, 4][3, 12, 5]-[3, 2, 5][3, 12, 4] 
die Gleichung 

(4.) [12, 2, 3] = — ^3/123 (0^4^36/437/412/523 + 0^5/536/537/512 Aia)? 
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und ans der Identität 

[12, 34, 56][12, 1, 2] = [12, 34, 1][12, 56, 2]~[12, 34, 2][12, 56, 1] 
die Gleichung 

(5.) [12, 34, 56] = -gigigzg^gigQgifmfyMffffjifxy^fisA—f'a^fMb), 
wobei zu bemerken ist, dass 

Jm^I'Ü^ /234/l5fi = /iSß/^n /^i/iVi =. ^12/gJ4 — f^ufiZ^ 
»l Ö2 —öl Ö2 Ö3 Ö4 —03 Ö4 O5 »6 — Ö5 Ofi 

Ol 02 —Ol a^ 03 04 —03 a* «5 Ou —«5 o» 

r n _/f / I tt tf t in n I 

Ol Qu —Ol «2 Ö3 Ö4 —«3 Ö4 Ö5 flii — O5 «6 

Endlich ist 

[12, 34, 5][12, 16, 26] = [12, 34, 16][12, 5, 26]-[12, 34, 26][12, 5, 16], 

und daher 

(6.) [12, 34, 5] = t.g'gugifmfMfMiijSifixUi+gtMiii)- 

§7. 

Da» Gewebe von Flächen zweiter Klasse. 

Die drei unabhängigen linearen Gleichungen 

-fIfl'iOl'"«i = (^ = 1.2,3) 

zwischen den sieben Unbekannten «i , ... u^ haben vier unabhängige Lö- 
sungen. Zufolge der Formel (1.) § 2 sind 

II, = aj*'^ ... «7 = a^"^ {y = 1. 2, 3) . 

drei derselben. Jene Gleichungen haben daher noch eine vierte von diesen 
unabhängige Lösung. Eine solche sei 

Dann ist Sg^a^p'^ von Null verschieden. Denn sonst hätten die vier un- 
abhängigen Gleichungen 

2\gxaS;'^ui = o. = o. 1.2, 3) 

vier unabhängige Lösungen ui = a^^ (^ = 0, 1, 2, 3), was nicht möglich 
ist. Die Grössen afp kann man durch £\k^''^a^^ ersetzen, wo &, &', &", &'" 

willkürliche Constanten sind, unter denen k von Null verschieden ist. Ueber 
k^ verfüge ich so, dass 
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wird. Setzt man noch 

(1.) fl,; = a,'; = C = 0, fl<r> = l, 
so ist dann 

(2.) 2:lgxa[''^a\:'^ = o-, r=u, 1,2,3). 

Da bisher nur ft^ bestimmt ist, so kann man noch (abgesehen von der un- 
beschränkten Wahl der Constanten k\ &", &'") über das gemeinsame Vor- 
zeichen der sieben Grössen a{"^, ...a!}^^ beliebig verfügen. 
Die vier unabhängigen Gleichungen 

(3.) 2:lgxa^^ux = o.=o.i,2,3) 

zwischen den acht Unbekannten Ud, tii, ... t^ haben die vier unabhängigen 
Lösungen 

(4.) «,, = OÄ"^, ... «#7 = 0^"^ (v = 0, 1, 2, 3). 

Daher verhalten sich die aus den Coefficienten der Gleichungen gebildeten 
Determinanten vierten Grades, wie die complementären Determinanten vierten 
Grades aus den Elementen der Lösungen. Setzt man also 

SO ist, wenn a, ß, y^ J, y.^ i, m, v eine eigentliche Permutation der In- 
dices 0, 1, ... 7 ist, 

(5-) g^^fnlfir = ^9a9ßgr99faßrS9 

wo « für alle (eigentlichen) Permutationen .denselben Werth hat. Daher 
ist auch 

gi)faßYd = ^9*9l9H9yfnlfiyi 

und mithin, da gl^nl(g{) ist, *^= 1. Da e zugleich mit k das Zeichen 

wechselt, so kann man k so wählen, dass « = + 1 wird. Nach Gleichung 

(1.) ist ft,aßr=^faßr lind folglich ist 

faßrd = ^9M9xfffjfxlfi9 

wo € = +l oder —1 ist, ^e nachdem aßydxkju eine eigentliche oder un- 
eigentliche Permutation der Indices 1, 2, ... 7 ist. 

Wählt man in der Formel (3.) § 2 für f^(u) das Product 

(-Sy(''>«|(»'>)L(a:,- a^u^'-^a'^u'', . . .), 
wo X und y zwei beliebige Punkte sind und a eine beliebige Gerade ist, 
so verschwindet /3(ö8) und ^(ag), weil L(x,y) als Function von y gleich 
^8^9 ist, also Null ist, wenn man für y einen Punkt der Geraden Os oder 09 
nimmt. Der Formel (7.) § 2 zufolge erhält man daher 

Z\^yiL{x; a ai -a a,, . . .) = 0. 
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Setzt man a = a«, so folgt daraus nach (2.) § 4 

Wegen der Relation (1.) § 2 gilt diese Gleichung, in der x und y zwei 
willkllrliche Punkte sind , auch fUr x = 0. Sie zerföllt in die drei Glei- 
chungen 

l^ft /iö67 ^'ine lineare Function von ai"\ ai, ai', a'" ist, in der af^ den Coef- 
ficienten /y^? hat, so ist daher 

Die linke Seite ist aber fUr ;? = 1 gleich 

fl't fl'afl's 5^4 (^^12/134 4- il^i3 /i« + 3^14/123) 

oder nach (9.) §5 gleich —g^fsai^i- Daher ist 2;iV;.^iiör = -fl'oa^io und 
allgemein 

Der Gleichung (1.) zufolge ist also 

(6.) ^lgjx^ia[^^ = (^ = 0,1,2,3). 

Die Grössen x^x genügen also- den vier Gleichungen (3.) und lassen sich 
daher aus den vier Lösungen (4.) derselben linear zusammensetzen. Für 
jeden Index x giebt es demnach vier völlig bestimmte von i unabhängige 
Grössen x[*^^y welche den Gleichungen 

(7.) x^x == 2!lxi*'^a[''^ («. i=o, 1, ... 7) 

genügen. Setzt man diese Ausdrücke in die Gleichungen (6.), nämlich 
^9n^[^^^nx = 0, ein, so erhält man • 

i:\aS:\i:igXj"x^:^) = o. 

V K 

Da diese Gleichnng flir ä = 0, 1, . . . 7 gilt, so ist 

2;io,oi"'4''^ = («,.=..,1.2,3). 

X 

Daher lässt sich x^*'^ aus den vier Lösungen (4.) der Gleichungen (3.) linear 
zusammensetzen 

(8.) x<^> = 2:lx'''a[''\ 

Setzt man dies in die Gleichung (7.) ein, so findet man 
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(9.) x^i = 2:ix"'-ai''^aY\ 
Da die Grössen af*"" völlig bestimmt sind, und da x^x = ^im ist, so ist auch 

Für x = folgt aus den Gleichungen (7.), dass ajj"^ = a?^"^ ist, und daher 
aus den Gleichungen (8.), dass o:"'*^ = x"" =* x^"^, x"" = ist. Ersetzt man, 
was gestattet ist, die Grössen af> durch aP + 2;\ k^''^ a^:'\ wo k', k'\ k'" will- 

kürliche Constanten sind, so geht x"" in x^' -.ä^^>x^''>-ä^''>x^^^ (u, y = 1, 2, 3) 
über, während x"'''(= x^"^) ungeändert bleibt. Aus den Formeln (2.) und 
(9.) ergiebt sich die Gleichung 

(10.) ^IgjiX^j^y^x = (a,/? = 0,1....7) 

und speciell 

(11.) ^Igxx^xiPßx = 0. 

Auf diese Identitäten bin ich ursprünglich durch Untersuchungen über die 
Thetafunctionen von drei Variabein geführt worden. Die Thetarelationen 
(zweiten Grades), aus denen sie hervorgehen , sind in den bisherigen Dar- 
stellungen jener Theorie noch nicht enthalten. 

Sind u^^\ u\ u\ u'" und f?^"\ v\ v". v" unbestimmte Grössen, und 

setzt man 

Hlx^^^'u^^^u^''^ = G(x, u% 2;xf^''u^"^f>^'^ = G(x; u, ©), 

so ist 

(12.) x,x = G{x; a^, a^y 

Da Xxi = ist, so ist G(x, a;i) = 0. Durch diese Bedingungen, verbunden mit 
den Gleichungen x*^*^ = x^*^\ ist aber die Function G(x,u) vollständig be- 
stimmt. Sind fi, ... r^ unbestimmte Grössen, so ist 

u'' u"^ u'"' u''u''' u"'u' u'u" u\u'x'+u"x"+u"'x"') 

a'^ a^ a'r a'^a'^' a'^'a[ a[a': a^x, r, 

a^ a? a-; a-j a^ «7 a^ «ya? a\ ^x? r? 

•= i(fl'i^i+-- + fl'7r7)G(x,«). 
Betrachtet man a^^\ ai, a^^ a'x' als die Coordinaten einer Ebene Ex, so sind 
den Formeln (2.) zufolge die acht Ebenen Ex die gemeinsamen Berührungs- 
ebenen aller Flächen zweiter Klasse eines Gewebes, und G(x, f^) = ist 
die Gleichung derjenigen Fläche des Gewebes, welche die Ebene -E,, im 
Punkte X , x", x" berührt. Die Formel *) (12.) enthält den Satz III § 1. 

*) Diese bemerkenswerthe Darstellung der Doppeltangenten findet sich schon bei 
Hesse 1. c. ö. 298, Formel (46.). 
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Bewegen sich fi und v von bis 3, so ist nach Formel (9.) die 
Determinante vierten Grades |a:^»,| = |ir^''||aJ,''^P, oder weil |a{r^| = /li3 und 
nach (6.) §4 \x^r\ = fl2iF{x) ist, ^ 

(13.) |a^"*M = F(x). 
Aus der Formel (12.) folgt daher, dass, wenn a, ß^ y, cT vigr verschiedene 
Indices von bis 7 sind, und ebenso x^ l, fi, v^ die Determinante 



(14.) 



XaM X,il X^^ X^y 

Xßn Xßi Xßu Xßy 

Xy» Xyl Xyu Xyy 



= faßrSfMlfiyP(p^) 



X^n X^x XSf, X^y 

ist. Daraus ergiebt sich, dass der Rang des Systems 

(15.) X^ß («. >9 = », 1. ...7), 

wenn x nicht auf der Curve F(x) = liegt, gleich vier ist, wenn x aber 
ein Punkt der Curve ist, gleich drei. Setzt man (w, a«, a^, a^) = ii«^^, so ist 

und daher folgt aus (12.) 

(16.) faßrSf^lfiyf^i^^ ^h ^) = X^„UßySf>Xfir-'X^iUßySV^^y'\ \' XSyUaßy^^i^. 

z. B. ist, wenn (u, a« , Oß) = ii^^ = — u,u,ß ist, 

\faßyG(X, U) = U^ßy(X^Ußy + XßUy^+XyU^ß) 

\ + Xßy Uya U^ß+ Xya U^ß Ußy+ Xaß Ußy Uy^. 



(17.) 



Setzt man 
and ferner 



f], = ary'HaW+ aW+^Ty'", n. = y'\ 



(18.) 
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II 



y y 
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\y 



00 
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X 



,0.-2 



X 



.".3 



1.«' 



II 



III 
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X 
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X 



1.2 



X 



1,3 



X 



,2.1 



X 



2,2 



X 



.2,3 



.3,1 



.3,2 



.33 



= -2H{x,yl 



y X'-" X— X''' X 
so ergiebt sich durch Maltiplication dieser Determinante mit der Determinante 
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und der Determinante /«^^^ die Gleichung 



(19.) 



u 


n» 


Vx 


% 


Vr 


Va 


aJ«, 


*oA 


^aßi 


^ar 


Vß 


Xß* 


^ßl 


Xß^ 


Xßy 


nr 


<^r. 


^n 


^7t» 


Xyy 


m 


"'s. 


^ai 


XSf4 


^Sv 



= ^^faßrSfHk^yB(x,y). 



Setzt man a = x, ß = K 7 = 1^9 d =^v und dann 7]^ = i]ß = i]y = 0, so erkennt 
man, dasd flir 



(20».) 
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<' 
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die Function H(xyy) den Werth 

(20.) H{x,y) = Xß^x^^x^ß 

hat. Setzt man also y^"^=0, so wird H(x^y) eine quadratische Function 
von y\ y\ y''\ die für y^ = y^ = gleich x^XßX^ß wird und daher mit 
L(x^y) identisch sein mnss. In der That erhält man durch Entwicklung 
der Determinante 



(21.) 









ya 


yß 


yy 
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Xß 


^y 


ya 


a;« 





^aß 


^ar 


y» 


Xfi 


^ßa 





^ßy 


yy 


^y 


^•ya 


^yß 






= -2nßrL(x,y) 



die Darstellung (5.) § 4. 

Setzt man in der Gleichung (18.) y^"^ 



0, so findet man 



(22.) 






y 
y 
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X 
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y 



11 



jtf 



X 



X 



Jt 



X 



J't 



X 



1,1 



1,2 



tt 



x''' 



in 



x'" X''' 



X 



X ' 
X * 



X 



1,3 



X 



2,3 



X 



3.3 



= -2L(x,y) 



oder 

(23.) ^2L(x, y) = x''\xY'--<^'yy+2x^''KxY'-xy'x^'y^ 

Ich habe schon oben bemerkt, dass man L(xy y) als ganze Function zweiten 

Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 4. 39 



302 Frobenius, über die Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung. 

Grades der Determinanten x"y'"-x"V'^ ^"'y'-^'y'", ^Y-^"y' darstellen 
kann, deren Coeffieienten lineare Functionen von x sind. Dieselben sind 
nicht vollständig bestimmt, sondern es kann, ohne dass der Ausdruck sich 
ändert, x"'"" durch a?""— i^^^a:^»^^— A^*'>a;^^> ersetzt werden. In derselben Weise 
ändern sich aber die Ausdrücke a:" % wenn statt der sieben Grössen of ^ eine 
andere Lösung der Gleichungen, durch die sie in § 7 definirt sind, gewählt 
wird. Wenn man daher L(x, y) in irgend einer Art auf die Form (23.) bringt, 
so erhält man immer passende Ausdrücke für die Functionen x'''''. 

Zum Schluss dieses Abschnitts will ich noch zeigen, wie man aus 
den Formeln (16.) § 3 und (2.) eine symmetrische Darstellung der Function 
F(x) erhalten kann. Bedient man sich der Bezeichnung (2.) § 3, so ist 

• 

eine ganze Function fünften Grades von x, die durch f(x)g(x) theilbar ist 
Denn multiplicirt man sie mit (x, a^, <), so erhält man, wie in § 3, 

A •*'A K 

Nun ist aber 

In jedem Gliede dieser Summe ist gi mit einer Function zweiten Grades 
von ai"^, a[, all^ all* multiplicirt, in welcher af^'^ nicht vorkommt, und daher 
verschwindet sie den Gleichungen (2.) zufolge. Mithin ist M durch f{x) 
theilbar, und daraus schliesst man, wie in § 3, dass 

v^ g* 91 y^ i 2M(x,y)h(x) 

^^i '^ x^xx n{xx) 

ist, wo M(xy y) eine ganze Function dritten Grades von x und ersten Grades 
von y ist. Für y = x geht dieselbe in eine Function vierten Grades von x 
über, die, wie ihre Darstellung zeigt, für o:« = a:^ = den Werth [a, ß^ aßf 
hat und daher nach § 3 mit F(x) identisch sein muss. Folglich ist 

(24.) 2:\hJ'^'— = --Wv- 

^ ^ »y x^xi n{xi) 
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§8. 

Die Wurzelfiinctionen zweiter und dritter Ordnung. 

Sind aa,ß=^aßa («, /?=1, 2, ... n) irgend welche Grössen, die ein 
symmetrisches System vom Range drei bilden, und sind iii, ... ii« Variabein, 
so kann man die quadratische Form Sa^ßU^Uß durch lineare Substitutionen 
in 2pg— 2r' transformiren , wo p, q, r lineare Functionen von iii, ... u^ 
sind, etwa 

p = 2:p\ui, q = 2:q\ui, r = -Tr^iia. 

Demnach ist aaß = p\q^ß+p^ßq\'-2rarß. Nimmt man nun weiter an, dass 
a^^ = ist, so ist p\q\ = ^a« Wählt man die Vorzeichen der n Grössen p« 
beliebig, so kann man daher die der Grössen q^ so wählen, dass r^^Paqa 
wird. Man kann also 2it Grössen p^, q^ so bestimmen, dass 

wird. Setzt man nun y^Oaß^Paqß—Pßqa^ so ist 1^0;?« = — l^ö^ und in dem 
alternirenden System ^a^ß verschwinden alle Determinanten dritten Grades. 
Ist X, wie im Folgenden vorausgesetzt wird, ein Punkt auf der Curve 
F(x) = 0, so verschwinden nach § 7 in dem System 

X'aß (a, /9 = ü, 1, ...7) 

alle Determinanten vierten Grades und der Rang dieses Systems ist gleich 
drei. Daher kann man die Vorzeichen der Wurzeln 

(1.) ]^Xaß (a, yJ = ü, 1, ...7) 

SO wählen, dass ihr System alternirend und vom Range zwei wird, dass 
also zwischen diesen Wurzeln die Relationen 

(2.) ]^Xß^ = - ]^X^ß, ]^X^ß }/x^S + »^^ar ^^ß + y^^ad ^^ßy = ^ 

bestehen. Diese Gleichungen, durch welche der Zusammenhang zwischen 
den Wurzeln gegeben ist, bleiben ungeändert, wenn man in einer Zeile und 
der entsprechenden Colonne des Systems (1.) die Vorzeichen umkehrt, oder 
wenn man allen Elementen desselben das entgegengesetzte Vorzeichen er- 

theilt. Daher können die Vorzeichen der Wurzeln fx^^ . . . Va?«; und ^Xy^ 
beliebig angenommen werden. Dadurch sind aber alle anderen Vorzeichen 
bestimmt zufolge den Formeln 

(3.) iri2ir^ + ^i;J^2 — i'^2>9a^i = 2]^X^_nl/Xl2}^X^^ßyXlßy ]'Xin}^Xaß = ]^XxtJ^Xiß'-}fx^ß]/xia. 

Nach den obigen Entwicklungen kann man 16 Grössen p^, Pa so be- 
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stimmen, dass 

(4) }/x,^ = PaPfi-PßPa 

wird. Man kann z. B. 

Pa = "J^-- ? Pa ^^ ' ^la 

setzen, wo Va?!« durch die Gleichung (3.) definirt ist. 

Ist y ebenfalls ein Punkt auf der Curve vierter Ordnung, und be- 
stimmt man die Grössen g«, q'^ so, dass ]/yaß = gaqß'-gßq'a wird, so ist nach 
Gleichung (10.) § 7 

^l9i{PaP\-PiPa)\qßqx-qiq'ßy = 0. 

Da diese Gleichung für alle Werthepaare a, /9 = 0, 1, . . . 7 besteht, so 
muss auch, wenn fip^p^; q^ q') eine beliebige homogene quadratische Function 
von p, p' einerseits und von q, q* andererseits ist, 

(5-) ^9xf(Ph p'i; qh q'i) = o 

sein, und folglich für jede homogene Function vierten Grades 

(6.) ^9xf*(Ph qi) = 0. 
Nimmt man 

f(jp> p'; q, q') = (PaP-PP:)(p,p'-PP'ß)(.qrq'-qqrXq^q'-qqd, 

WO a, ßy y, J irgend vier gleiche oder verschiedene der Indices 0, 1, ... 7 
sind, so erhält man 

(7.) ^gl^^kx^^Xßxyy^x^y7x = 0. 

Diese Formel kann man als eine Verallgemeinerung der Gleichung (10.) 
§ 7 ansehen. Ist nämlich a = ß und y = (^, so geht sie in ^gix^iy^i = 
Über, und diese Gleichung muss in Bezug auf x (und ebenso auf y) eine 
identische sein , weil sie für alle Punkte der Curve F(x) = gilt und nur 
vom ersten Grade ist. 

Sind die Indices a, ß, y, d verschieden, so besteht die Summe (7.) 
nur aus vier Gliedern. Setzt man für y einen Berührungspunkt der Doppel- 
tangente y^f = 0, so erkennt man, dass zwischen je drei der Producte 

^'^al y^ßX 9 

WO l die sechs von a und ß verschiedenen der Indices 0, 1, ... 7 durch- 
läuft, eine lineare Gleichung besteht. Diese Gleichungen kann man auf 
folgendem Wege erhalten: Nach Formel (6.) § 7 ist 
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also 

uod daher, wenn fiipyp') eine beliebige quadratische Function ist, 

^gM''f2(px, Pi) = 0. 

Mithin ist 

(8.) ^gia\^^i^i}'^ßi = 0. 

Durch Combination dieser Gleichungen ergiebt sich 

wo i nur die drei von a, /?, p, a, t verschiedenen Indices durchläuft. 
Dieselben seien y, 8^ s. Nach Formel (5.) § 7 kann man die erhaltene 
Gleichung auch so schreiben: 

oder in anderen Zeichen 

(9.) f^ißy^x^Jxx^+f.'.^Jx^ßl^Xiß+f^iaß^x^^}^^ ^ 0. 
Ist X ein beliebiger Punkt, so ist nach (14.) § 7 

(10.) fißrsF(x) = N(]/x^^x,s+}fx,,xsß'{- }fx,sXß,). 

Im Schnittpunkte (vgl. (12.) § 3) der Doppeltangenten x^y = und Xß^ = 
ist daher nach (18.) und (19.), § 5 

n^) = (gagßn'faßriT- 

Die Norm der linken Seite der Gleichung (9.) ist eine ganze Function 
vierten Grades, die für alle Punkte der Curve F(x) = verschwindet und 
sich daher von F(x) nur durch einen constanten Factor unterscheiden kann. 
Man findet denselben, indem man x^^ = x^ß= setzt, und erhält so die 
Formel 

(11-) (fAßrf»lYaf*laß)^P(x) = N(J'^Xßy}fx^^Xia + fMlray^X^ßX;ß + f\i^ß]-X^^Xxy). 

Daraus ergiebt sich auch der Werth von F(x) in dem Schnittpunkte der 
beiden Doppeltangenten x^^ = und x;^ = 0. Demnach hat die Function 
F(x) in den Schnittpunkten der Doppeltangenten folgende Werthe: 



(12.) 



Ol, o,2 

«12, »13 
öl, 023 
Ö12< Ö34 



(fl'lfl'2/123/124/125/126/127) 1 
(fl'ofl'2/ 123/ 124/ 125/ 126/127) ? 
{SI'ig^ff^giffGfflfusfsGTf^ilf^Slhsß) ? 

(fl'i g*gbgögif i2i/ 145/ iMif\*7 / ise/ is?/ le?) ? 

C^nfl's ^♦»fl'7 / 567 / 126 / 126/ 127/ 345 / 346/ 34?) • 
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Schreibt man die Gleichung (8.) in der Form 

so kann man daraus ähnliche Schlüsse ziehen, wie aus der Gleichung (6.) 
§ 7. Man kann also vier Grössen «i^"\ ii', ti", u'" so bestimmen, dass 

wird. Um die geometrische Bedeutung der Ebene u zu erkennen, die 
dadurch einem Punkte x auf der Curve F(x) = zugeordnet ist, erhebe 
ich die erhaltene Gleichung ins Quadrat. Dann zeigt sie, dass die qua- 
dratische Function (2:ti^''^y^^>)' der Variabein y", y', y", y'" in dem Schnitt- 

• 

punkte (20*.) § 7 der drei Ebenen i?« = 0, t/^ = 0, i?^ = den Werth Xß^Xy^x^^ 
hat. Dadurch ist sie aber mehr als bestimmt. Da die Function H(x^y) 
nach (20^) § 7 die nämliche Eigenschaft hat, so ist 

H(x, y) = (^u^^^y^^^y. 

In § 7 habe ich jedem Punkte x der Ebene E^ eine bestimmte Fläche 
zweiten Grades G(xyU) = oder Ä(a?, y) = zugeordnet. Liegt x auf der 
Curve F(ar) = 0, so wird die Fläche G(xyU) =0 ein Kegelschnitt, und 

ilf{xy y) = ist die Gleichung der Ebene desselben. Die Coordinaten der 
Ebene «, in welcher der Kegelschnitt G{xy «) = liegt, genügen aber den 

Gleichungen ^ -(^y = oder 

(14.) ^Ja/''*'ii^''> = (A-=ü,i,2,3), 

deren erste besagt, dass die Ebene u durch den ihr entsprechenden Punkt 
X geht, und die man auch durch die Gleichungen 

(15.) XxaUßy,^ — XxßUay;i + XxyU^ß^—Xx^U^ßy = 

ersetzen kann. Da sie in Bezug auf x und u linear sind, so lassen sich 
mit ihrer Hülfe die Variabeinsysteme x und u gegenseitig rational durch 
einander ausdrücken. * Betrachtet man x als gegeben, so ist wegen der Be- 
dingung F(x) = die vierte der Gleichungen (14.) eine Folge der drei 
ersten. Betrachtet man u als gegeben und ordnet die Gleichungen nach 
x\ x\ x"\ so ist, da diese Coordinaten nicht sämmtlich Null sind, die 
dritte und vierte Gleichung eine Folge der beiden ersten, oder es ver- 
schwinden die aus dem System ihrer Coefßcienten gebildeten vier Deter- 
minanten dritten Grades. So ergeben sich die Bedingungen, welche die 
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Veränderlichkeit von u beschränken. Geometrisch besagen dieseU)en, dass 
die Ebene u eine developpable Fläche sechster Klasse nmhüUt. 

Da die Function ^H(x, y) = ;£'ii^''>y^''^ im Punkte rj^ == rj^ z=. rj^ = 

gleich ixß^ixy^ixa^ß ist, so ist (vgl. Weher ^ Theorie der Abebchen Func- 
tionen eom Geschlecht 3, S. 120, Formel (5.)), wenn x auf der Curve F(x) = 
liegt, y aber ein beliebiger Punkt des Raumes ist, 

l + Vr ^^aß f^6 ^X^a - Vi ^<^ßr ^a ^ ^aß 

und speciell, wenn man J = und y^"^ = setzt, 



(17.) f^ß^}/L(x,y) = ya^l^ßr^^i^ßi^^yr+yß^^ra^Xi^r^'^^ + yY^ß^^X^ß* 

Ausser den Formeln (3.) und den daraus abgeleiteten giebt es noch eine 
weitere rationale Gleichung zwischen den Wurzeln (1.), durch welche, 

nachdem die sieben Wurzeln ix^ willkürlich angenommen sind, auch noch 

das Vorzeichen von \'xi2 bestimmt wird. Ehe ich aber zur Herleitnng 
dieser Relation übergehen kann, muss ich einige Hülfsformeln aus der 
Theorie der Kegelschnitte entwickeln. 



§9. 

Bestimmung eines Kegelschnittes durch fünf seiner Tangenten. 

Setzt man wie in § 7 ' 

(ll, a«, üß) = Uaß (a, /9=1. -/....S), 

SO hat nach (2.) § 2 der Ausdruck 

(1.) T(ll) = 2faß,fy;i,UayUsß'-2fayJüß,U^ßU^ii 

für alle eigentlichen Permutationen er, ß, y, J, « der Zahlen 1, 2, . .*. 5 
denselben Werth (und ist für w = ö6 gleich —2g^, für 11 = 07 gleich 2g^. 
Die Gleichung T(u) = stellt die durch die fünf Tangenten ai, Oa, ... 05 
bestimmte Curve zweiter Klit^se dar. Ist 

(2.) r(ll, V) = faßefrSe(^ar^Sß + USßf>ar)''farefdße(.^*aß^rd + ^rS^aß) 

die Polare von T(u), so ist 

(3.) T(aa, Oß) = faßrfaß^faßefrSe = ^aß = '/9a^ 

WO a, ß, y, (T, € eine eigentliche Permutation der Zahlen 1, 2, ... 5 ist. 
Die Gleichung des Berührungspunktes der Tangente o« mit der Curve 
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T(u) = . ist r(a«, u) = 0. Ist x der Berührungspunkt, und setzt man 

so erhält man für u = Oß die Gleichung t^ß = Xß. Die Coordinaten des 
Berührungspunktes der Tangente a« genügen also den Gleichungen 

Xi ', X2 l » * » ' X^ = f^i : f^2 • • • • • ^a5» 

Setzt man 

SO wird 

(4.) T(f#, ^y^T(u)T(f>) = S(a:) 

eine quadratische Function von x, und S(a?) = ist die Gleichung des 
Kegelschnitts T(u) = in Punktcoordinaten. Nach (3.) und (4.) ist im 
Schnittpunkte (12.) § 3 der beiden Geraden a„ und aß 

(5.) Sdx) = üß. 

» 

Hat daher f{x) und f^i dieselbe Bedeutung wie in § 3, so findet man auf 
dem Wege, auf dem dort die Formel (17.) erhalten wurde, die Gleichung 

(6.) S(x)f(x) = ^ faßtaßfrSe^r^S^e- 

y, dy € durchläuft die zehn verschiedenen Tripel der Zahlen von 1 bis 5, 
und a, ß, y, (T, e ist jedes Mal eine eigentliche Permutation dieser Zahlen. 
Setzt man f(x) = x^^ so erhält man 

• S(x) = /i25/3«('l2^3^4+'34^1^2) 

C ■ V "^ Ans/ «D C^13 ^4 ^2 + '42 ^1 ^3) 

+ i\ 45 ras C'i4 ^2 ^3 + '23 ^1 ^4)« 

Die vorstehenden Formeln für die Functionen S und T sind für das Folgende 
ausreichend. Wegen der vielfachen Analogien, welche die Theorie dieser 
Ausdrücke mit der hier entwickelten Theorie darbietet, erwähne ich noch 
folgende Sätze: Die Function T lässt sich auf die Form 

bringen, und die Function S auf die Form 

(9.) ^ß, s (x) = No^iß;^^ + ii~Xß + j^«:;^,). 

Setzt man ^«« = ^nd fua = 'ao = ^a/80 lassen sich Grössen p«, g^ (a = 0, 1, ... 5) 
so bestimmen, dass 

(10.) iT^ß = p^ qß -pßqa = - \^taß 
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wird, vorausgesetzt, dass x ein Pankt auf dem Kegelschnitt S(x) = ist. 
Demnach ist 

(11.) »^i^l^<7^ + !^«~l^«^+>^Ü)^<7r == 0. 

Der Rang des Systems Vt^ß ist gleich 2, der des Systems t^^ gleich 3, der 
•des Systems l^f«/ gleich 4, Endlich ist die Determinante fünften Grades 

Sind gi und hx willkürliche Constanten, so ist 



v/ 


Vf 


\j 


y\ • ' 


• • y5 











hl . . 


. . As 











Xi . 


. . Xs 


9i 




A. 


«1 


• • • 


• • • 


9^ 


h 


Xs 


hx . 


• • '55 



= (ff, h, a, a", a"JS(x). 



Setzt man 

^'faßrhi^aXßX^y^y, = f(x)L(x, y\ 

so ist L(xyy) = L(y,x) eine ganze Function von x, und L(x,y) = ist die 
Bedingung, dass die Verbindungslinie der beiden Punkte x, y den Kegel- 
schnitt S(a;) = berührt. Die Beziehungen zwischen den Wurzeln lassen 
sich auch so definiren: Setzt man 



A23n24 Aas /134./135/ 145/234 /MS /245/345 — h 



SO ist 



Ißrlya^aß = faßr^y ^aßKrKü*r^hß*ßY^^ ^ Ißr^farüfaß^faßr 

Aus diesen Gleichungen folgt, dass mau die Wurzeln aus den Grössen 
so wählen kann, dass 

^ ^ßr 1 'r« 1 ^aß = faßr ' ' 

wird, wo VI eine beliebige der beiden Wurzeln aus / bedeutet. 



.5) 



§10. 

Zweite Definition der Wurzelfunctionen. 

Der Ausdruck T wechselt das Zeichen, wenn die Indices 1, 2, ... 5 
durch eine uneigentliche Permutation derselben ersetzt werden, während 
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der Ausdruck S bei allen Vertauschungen der Indices ungeändert bleibt. 

• 

Ich bezeichne diese Ausdrücke jetzt mit 767 = — ^ro und 5^7 = S70. Ist 
To7 = £k^^u^^^u^''\ und ist die in § 2 definirte Function 

so setze ich 



7" 



(1.) 2;ä^, u^^ r<^) = ^k^rL,, = ße, = -Ä„, 

Vermöge der Gleichung h{x, y) = entspricht jedem Punkte x ein Linien- 
paar Vy F, dessen Scheitel x ist. Die Curve dritten Grades B^^ix) = 
ist der Ort der Punkte, deren entsprechende Linienpaare in Bezug auf den 
Kegelschnitt rr,7(w) = harmonische Polaren sind. In ähnlicher Weise 
definire ich, wenn «, ß irgend zwei der Indices 1, 2, ... 7 sind, die Ausdrücke 

Die Grössen k^^ sind quadratische Functionen von as, k^=^ £k^^^a\pa^^^^ 

welche verschwinden, wenn 05 = Oj, a^, «3, «4 wird. Setzt man diesen Aus- 
druck in die Formel (1.) ein, so erhält man R^,T — £K^a[^^a[''^^ wo 



ist. Ebenso ist 






dagegen fUr i = 1, 2, 3, 4 ist ^«^..„olc^al"' = 0. Nun ist aber nach (1.) § 2 
Z\giZK yf^a^p = ^ und daher g5fiia+9filii!> + 97R5i) = und allgemein 

(3.) gali,n + g,^Rr'^+9r^a,H = 0, 

und folglich auch 

In den Schnittpunkten der Geraden a,, und a^ ist L{x,y) = [a,(i,aß]y^y^. 
Ersetzt man darin y^^^y^""^ durch k^^, so erkennt man nach Formel (3.) § 9, 
dass in diesem Punkte 

(5.) ß.,7 = [«, li, aß] /«^j (a, .* =. 1. i. . . . 5) 

ist. Nach einem schon mehrfach benutzten Schlüsse ist daher 

(6.) R,,,{x) = 2:' f^^.{(y, e, dt]x,,x^^x^, 

wo er, /i, y alle Tripel der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 durchläuft und «, /i, y, cJ^ « 
eine eigentliche Permutation dieser Zahlen ist. P]rsetzt man in der Glei- 
chung (5.) § 4 y^^^y^""^ durch A^^, so findet man 
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(7.) 



/ 123 "ü? ^^ *23 ^l \*^i ^'i3 — ^^2 *^3l *^i ^\2 ) 
I ^31 ^2 \J^2 *^l\ •''3 ^\2 *"" ^\ ^23/ 
I 'l2 ^3 K*^5 •''12 •''1 ^23 *^2 ^31 )• 



Um zu einer anderen Darstellung von Äo? zu gelangen, betrachte ich die 
Function 

welche nach (5.) im Punkte x^^ x^=0 (J, € = 1, 2, ... 5) verschwindet. 
Ausserdem verschwindet aber Kauch im Punkte x^= f=0. Denn ist z. B. 

a = 5, so ist fUr 0:5 = /= der Ausdruck y = ^faßrf^^^a^ß^r^^^y ^^ ^y A 7 
nicht gleich 5 sein darf. Daher ist einer der beiden Indices (T, « gleich 5, 
und folglich F= Sf^ßyf^^x^XßX^x^f,^ wo a, /?, y, J eine gerade Vertauschung 
der Indices 1, 2, 3, 4 ist. Nun ist aber identisch Xi,f^^'\-x^f^^'\'X^ff,^^f^y^f 

und mithin, wenn arg = /*= ist, - -- = -^- oder /^s = &a;,j, wo & für (T = 1, 

2, 3, 4 denselben Werth hat. Daher ist V ~ hx^x^x^x^Sf^^^x^^, Nach (9.) 
§ 7 ist aber Sf^^^x^^ = /i234^5 nnd folglich, da 0:5 = ist, K= 0. Die Function 
vierten Grades V verschwindet also in den Schnittpunkten von je zwei der 
sechs Geraden a^i = 0, ... xj = 0, /= und ist daher identisch Null. Dem- 
nach ist 

(8.) RQT{x)f{x) = ^faßrf^.X^XßX^XSe 



und z. B. für f{x) = Xs 

ReiCx) 
(9.) 



= f5\2f6u{XiX2X3^+X^X4Xr2) 
I / 513 / 542 (^1 Xz X^i 4" a?4 X2 X13) 
"1 /514 / 523 (^1 X^ X-ii 4* ^2 Xi Xi^)* 



Setzt man nun 



(10.) P = (^&^, t/^"> £7^''>) (2;*^, F^> F(''>), 



/".»' 



/"»»' 



so ist 






oder 



(11.) 



" — 2 ^Ä^2 Ä^y L^^ Liy — (-2* Ar,;i L^i) . 

40» 
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und daher 

•Cj (3/2 •'''34 "" »^^4 •^23/ i" ^Z \,*'''4*^r2 """ •''2 •''41/ 

= J r Xni f X{f2 f Xn^ I iTm r iTiß r ir24. 

Ebenso ist 



iCi (^Xß X24 X^ X21) "r «^2 v,*''4 •''13 X^ X^iJ — ^1 X{ii y ir()2 r X{i2 f Xii^ } JI?i2 } 3734 

und folglich 

Ä67 = 2\Xiii]Xu2\x,QyXi)^(fs^2fbnyXii}x^2 — fsnfM2^Xi2yXz4)i 

also nach '(13.) 

(15.) * ^6 ^7 1 ^05 ' ^67 = / 512 /534 1 3Ji3 V 3^42 — / 513 / 542 ' ^12 1 ^34^ 

WO € dieselbe Bedeutung hat wie in Formel (3.) § 5. 
Vertauscht man 5 mit 6, so erhält man 



^9^9'!^ •^•'6 1 •'^"5 — /612 /634 1 ^13 V^42 — /6l3 /Ü42 J ^12 1 •T34' 

Eliminirt man ^'xx^\^x^2'i so findet man, da 

/513 /542 /(312 /ü34 /öU /r.42 /512 /534 = * 3^7 

ist, 

fl's / 512 / 534 J ^««i 1 ^75 fl'O / (312 /ü3* ' ^< »5 1 ^(i7 ^= 1 ^12 1 ^34 

oder in anderen Zeichen 



(16.) gfj /i45 /l67 1 ^(ß 1^^31 — 9if2*sfzii7 1 ^^.U ^^23 = }X^s ^' X^^. 

Auatden Gleichungen (12.) § 8 und (15.), (16.) folgt 

.. „ . ( {9^g(s9iUiUnMbxzffA2yP(x) 

l = iV (/s j2 /534 >^iJ?l3 ^42 — /513 /542 V^O^ij ar34 — g'g flTy V^JJ,^ Xß?) 

und 

(Sl} 92 fm fu5 fi6' fi\^ Uyi7 P{x) 
= -^(S'i A*5 /iü7 r j:„2 ^31 — 5^2 /245 /ifi? ^ ^»h ^23 — r ^^45 ^07)- 

Die durch Vertauschung der Indices aus (10.) und (11.) § 8 und 
(17.) und (18.) hervorgehenden Formeln (vgl. Schottky, 1. c. S. 64) enthalten 
alle möglichen Darstellungen von F(x) als Norm einer Wurzelfunction 
zweiter Ordnung. 

Zürich, Mai 1885. 
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Sur les nombres de Bernoulli. 

(Par M. Angela Genocchi ä Turin.) 

(Extrait d'une lettre adressee k M. Kronecker.) 



... Je me borne k une Observation bien simple et d'assez mince 
importance, qui se rapporte k votre article sur les nombres de BernotUü 
(tome 94, p. 268 de votre Journal). La propri^t^ des nombres 2^''~'(2^"— l)ß,, 
d'ßtre des multiples entiers *) de «, 6tait comprise dans une Note que j'ai 
publice dans les „Annali di scienze matematiche e fisiche compilati da 
Bamaba Tortolini," Tomo III, p. 395. Roma, 1852. J'ai d^sign^ alors 
par ßi, i?3, ßs, ... les nombres de Bernoulli (sans ^gard aux signes), et 

en d^veloppant . suivant les puissances croissantes de x^ j'ai trouv^ 

^- - 2'»^^i-r2-*L 1.2 ' i.2.3 ^^ ^^ 

+ — nxäTi ^^ "2 +1) r2:3:4:5 ^* "^ +2 ^^>>+- • 

« 6tant impair et m un nombre entier positif plus grand que n. Pour m 
nombre premier impair j'en ai tire: 

2«(2''+^-l)ß„ ^ __(^+l)[(^^l)'._(^_2)"+(m-3)" 1] (mod.m), 

et j'y ai inontr^ qu'on peut r^duire le premier membre de cette congruence 
k a(2-+^-l)ß„. 

J'ai aussi remarqu^ que le produit 2.1.3.5...(»+ 2)i?« est toujours 
un nombre entier. 



*) Cf. aussi Tarticle de M. LipschitZy t. 96, p. 1, Beiträge zu der Kenntniss der 
BernouUischen Zahlen. „Pour un nombre quelconque a et pour un couple quelconque 
de nombres premiers entre eux a et b, les produits a^"*(a^"*— 1)Ä„, et (a^"» — 1)(6^'"— 1)Ä„» 
sont ägaux k des multiples entiers du nombre 2m.'' 
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Dan» la mßme Note j'ai rapprocli^ uii th^ort^me de Cauchy sur requa- 
tioii -4"+ 0"+ C" = du th^oreme coiinu de M. Kummer. Cauchy a d^montre 
que si n est un nombre premier impair, cette equation ne sera pas satis- 
faite par des nombres entiers A^ B, C premiers avec », lorsque la somme 

sera aussi un nombre premier avec n; et d'aprcis mes r^sultats la condition 
indiqu^c par Cauchy revient ä la divisibilit6 par n du num^rateur de ß„_4. 
D'apr^s le th^or^me de M. Kummer V^quatibn est impossible eu nombres 
entiers A^ B, C, lorsque n n'est point un facteur de Tun des num^rateurs 
des Premiers ^(» — 3) nombres de Bernoulli: le dernier de ees nombres est 
justement ß„_^. 

J'ai termind ma Note en revendiquant en faveur d'Euler une ex- 
pression g^n^rale des nombres de Bernoulli qu'on a coutume d'attribuer k 
Laplace: il est vrai qu'elle n'a et6 donnee par Euler que par suite d'une 
induetion. . . . 

Turin, le 12 mai 1885. 
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lieber den achten Schnittpunkt dreier Flächen 

zweiter Ordnung, 

(Von Herrn R. Sturm in Münster i. W.) 

CAuszug aus einem Schreiben an Herrn //. Schroeter.) 



Ihr Aufsatz über den achten Schnittpunkt dreier Flächen zweiter 
Ordnung*) veranlasste mich, meine früheren Untersuchungen über dies 
Thema hervorzuholen und aus ihnen ebenfalls eine Construction des ge- 
nannten Punktes abzuleiten. . Es wird Sie gewiss interessiren , dass ich, 
obgleich ich von anderen Betrachtungen ausgehe, genau zu derselben Con- 
struction gelangt bin wie Sie. 

In meiner Arbeit Über das Problem der ebenen Projectivität **) habe 
ich gezeigt (Abschnitt VII), dass, wenn von den sieben gegebenen Schnitt- 
punkten dreier Flächen zweiter Ordnung fünf Pj, Pj, P3, P4, P, aus den 
beiden übrigen 2(, 33 auf eine Ebene projicirt werden: nach /li, ... A^; 
ßi, ... ßs, dann die Projectionen des achten Schnittpunktes P„ die den beiden 
fünfpunktigen Gruppen verbundenen Punkte /!„, i?,,, sind, welche a. a. 0. 
No. 5, 6 erläutert werden. Nun hat Herr Rosanes ***) analytisch und ich 
selbst!) synthetisch folgende Construction der beiden verbundenen Punkte 
nachgewiesen: Man beziehe zwei Felder so reciprok auf einander, dass Ä^ßs, 
ßai?!, BiBi die Polaren von ^1, yl^, A^ und ßs, B^ zu A^^ A^ conjugirt 
sind; die Pole von ß+ßs, AiA^ sind die verbundenen Punkte A^^ ß,,. Damit 
meine Construction auch in der Bezeichnung mit dei* Ihrigen übereinstimme, 
lasse ich meine Punkte P4, 91, ^i\ P5, Pj, P^, P3 mit Ihren Punkten 1, 2, 3, ... 7 
identisch sein und projicire demnach 1, 4, 5, 6, 7 aus 2 und 3 und zwar 

*) Dieses Journal Bd. 99 S. 131. 

**) Math. Ann. Bd. 1 S. 533. 

***) Dieses Journal Bd. 90 S. 303 (§ 2, 3). 

t) Math. Ann. Bd. 22 8. 569 (No. 5). 

Journal für Mathematik Hd. XCIX. Heft 4. 41 



318 Siurm, der achte Schniiipunhi dreier Flächeti zweiter Ordnung. 

nicht auf eine beliebige Ebene, sondern auf 567. Dabei vereinigen sich 
Ai und ßi, A2 und ßa, ^3 und B^ je zu 5. 6, 7; ^4, ^5, ^4, B^ sind Ihre 
Punkte p, qi, q, pi; r, ti sind wie bei Ihnen die Spuren von 14, 23 (oder 
P^Psj 2193) in 567. Es entsprechen also in der reciproken Beziehung den 
Punkten 5, 6, 7 die Geraden 67, 75, 56; also ist sie ein Polarsystem und 
zwar, da auch p, q, zu pi, q conjugirt sind, genau das Ihrige. Die Pole 
^0, ßu von B^B^^ ^4-^5 oder qpi, pc\i liegen auf der Polare von r = (pqi, qpi), 
welche nach Hessen Satz durch Xi geht; sie sind also die Schnitte derselben 
mit den Polaren von q, p. Diese drei Polaren von p, q, r construiren Sie 
und verbinden sie mit den drei sie schneidenden Geraden 34, 42, 23 durch 
Ebenen, deren Schnitt der gesuchte achte Punkt 8 ist. Meinem Gange 
der Betrachtung entspricht es mehr, die beiden Pole mit den Projections- 
centren 2, 3 bez. zu verbinden; da sie mit ti == (23, 567) in gerader Linie 
liegen, so schneiden sich die beiden Verbindungslinien, und ihr Schnitt ist 8, 
dessen Identität mit dem Ihrigen leicht zu erkennen ist. — 

Gestatten Sie mir, noch eine Mittheilung hier anzuknüpfen. In 
Jedem von zwei affinen Feldern giebt es bekanntlich zwei Richtungen von 
der Beschaffenheit, dass jede Gerade von einer dieser Richtungen und ihre 
entsprechende im anderen Felde gleiche Punktreihen tragen. In § 48 Ihres 
Buchs über die Oberflächen zweiter Ordnung und Raumcurven dritter Ord- 
nung beweisen Sie die von Möbim in seinem barycentrischen Calcül ohne 
Beweis mitgetheilte Bedingung ttlr die Realität dieser beiden Richtungen. 
Es ist mir gelungen, ein einfacheres Kriterium aufzufinden. Jeder Richtung 
des einen Feldes entspricht bekanntlich eine Richtung im anderen, und 
zu je zwei entsprechenden Richtungen gehört ein constantes Verhältniss 
entsprechender Strecken von diesen Richtungen. Man hat ferner stets zwei 
reelle zu einander senkrechte Richtungen, deren entsprechende ebenfalls zu 
einander senkrecht sind. Sind o^ r die diesen zugehörigen Verhältnisse, so 
muss, wenn die entsprechenden Richtungen mit gleichen Punktreiheii reell 
sein sollen, das eine der beiden Verhältnisse a, r echt, das andere unecht sein. 

In der That, es seien SUT, S'U'T zwei entsprechende rechte Winkel der 
beiden Felder, S und S', T und T entsprechende Punkte auf den Schenkeln, 
ferner X, X' solche entsprechenden Punkte auf ST, ST, dass UX=-UX\ 
also die Punktreihen auf den Geraden UX, U'X' gleich sind. Wir setzen: 

US = 8, UT=t, U'S' = s\ U'T^t'f also: -'- = a,^ = T; 
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ferner: 

SX _ S'X' __ . , 
TX " TX' "" ' 

80 ist, wenn XX^^ XX^ die Lothe aus X auf US^ UT sind, (absolut) 



UX, = ^^, UXr^ ^' 



mithin : 



demnach : 



1_A ' "^ 1-A 



oder 






woraus die Behauptung sich ergiebt. 

Die Formel liefert eine einfache Construction der beiden Punkte X 
und zeigt auch, dass in jedem Felde die beiden fraglichen Richtungen zu 
den rechtwinkligen Richtungen, denen eben solche entsprechen, harmo- 
nisch sind. 

Münster, den 25. October 1885. 

Die vorangehende Construction des achten Punktes ist linear. Das 
gilt aber auch von der Construction, die sich aus meinem Aufsatze Math. 
Ann. Bd. I ableiten lässt. Ich benutze dort nicht, wie Herr F. Caspary in 
diesem Journal Bd. 99, S. 128 *) meint, ein Hyperboloid oder eine kubische 
Raumcurve. Dass der achte Punkt linear aus den beiden verbundeneu 
Punkten sich crgiebt, ist a. a. O. in Nr. 29 deutlich ausgesprochen; in Nr. 6 
aber sage ich ausdrücklich, dass jeder der beiden verbundenen Punkte als 
vierter Schnittpunkt zweier durch Punkte hinreichend bestimmter Kegel- 
schnitte neben drei gegebenen Schnittpunkten construirt werden kann, was 
eine bekannte lineare Aufgabe ist. Die Construction der verbundenen Punkte 
ist im Obigen vermittelst des Satzes von Herrn Rosanes in die einfachste 
Form gebracht. 



*) und- ihm folgend, Herr H. Picquet, ebenda S. 230. 
Januar 1886. 



41 



320 



Constructions du huitifeme point commun aux sur 
faces du second ordre qui passent par sept 

points donnäs, 

(Par M. H. G. Zeuthen h Copenhague.) 



Uaiis ce Journal *) M. Schroeter a trouv^ , par une modification de 
la construction due ä Hesse, une nouvelle construction du huiti^me point 
commun aux surfaces du secojid ordre qui passent par sept points donn^s. 
En la comparant aux Solutions ant^rieures du meme probl^me, il en Signale 
l'avantage qui consiste en ce que la partie essentielle des Operations dont 
se compose sa Solution, s'execute dans un senl plan, 

Les expressions dont se sert le savant g^om^tre montrent qu'il ne 
s'est pas aper^u de ce que deux des Solutions eitles dans son Memoire 
jouissent du mßnie avantage au meme degr6 que la sienne. 

La priorite est due, h cet dgard, a M. P. Serret, dont la Solution, 
aussi simple que celle de M. Schroeter^ se trouve dans sa Geometrie de 
Direction **). 

Dans une ^tude des figures projectives sur uiie surface du second 
ordre, que j'ai publice dans les Mathematische Anualen, j'ai ^t^ conduit, 
par des consid^rations bien diff^rentes de Celles de M. Serret, ä une con- 
struction ***) qui ne diff^rerait pas d'une ex^cution lin^aire compl^te de sa 
Solution. Seulement M. Serret abrege V6nonc6 de celle -ci en se con- 
tentant de la r^duire k des applications du theor^me de Brianchon, qui 
sont remplac^es, dans ma d^duction, par des applications du th^or^me 
de Pascal. 

*) t. 99, p. 131 et suivants. 
**) Paris 1869; voir en partieulier ä la p. 316. 
***) Mathematische Annalen, t. XVIII, p. 63—67. 
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Plus tard j'ai donn^ pour la meme coustruction une d^duction directe 
et ind^pendante des th^ories particuli^res des travaux ddjä cit^s, et j'y ai 
Joint une simplification ult^rieure des Operations *). 

Les propos de M. Schroeter, ainsi que ceux par lesquels M. Caspary 
commence Tarticle pr^c^dent**), nie montrent qu'il ne sera pas superflu de faire 
connaitre de nouveau les constructions dont je viens de parier. Je le ferai en 
priant la R^daction du Journal de faire r^imprimer ici le R^sum^ en fran^ais 
Joint ä ma Note publice en danois dans le Bulletin de rAcad^mie Danoise. 



Nous d^signons par 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 les points donn^s, par a, 6, c, d 
les cot^s du quadrilat^re gauche 12341, par A, B, C, D leurs traces 
dans le plan 5 6 7. La figure repr^sente les points et les droites de ce 
plan, oü les constructions s'ex^cutent. 

Lemme. Si les points 2, 3, 5, 6, 7, et les droites a et c joignant 
2 et 3 aux points 1 et 4^ sont donnes , le plan 14 8 passera par un point fixe 
F du plan 5 6 7. 

I. Demonstration par la geometrie enumerative: L'enveloppe des plans 
14 8 sera de la premierc classe parce qu^uii seul de ces plans passe par 
une drolte rencontrant a et c. Si 1 et 4 co'incident avec les traces ^ et C 
de a et c, le point 8 sera un point d'une conique de ce plan, et le plan 
148 cofncidera par consöquent uvec le plan 5 6 7. 

IL Demonstration geometrique. La droite 4 8 sera une corde de la 
cubique gauche passant par 1, 2, 3, 5, 6, 7 (TWor^me de Hesse ***), et par 
cons^quent une g^n^ratrice de Thyperboloide passant par cette cubique et 
par la droite c. Si le point 1 reste fixe pendai\t que 4 se meut sur c, la 
droite 4 8 rencontrera une droite fixe f passant par le point 1. De mßme, 
si 4 reste fixe pendant que 1 se meut sur a, 1 8 rencontrera une droite fixe 
f* passant par le point 4. Oil en d^duit notre lemme. 

En pla^ant le point 1 ä la trace A on aura une droite f joignant A 
au point H oü la conique ß 5 6 7 ^ rencontre BC; K 6tant de mßme le 
second point d'intersection de BA avec la conique Bb 61 C, le point F sera 

*) Oversigt over det Kongelige Danske Videiiskabernes Selskabs Forhandlinger, 
1880, p. 227—236; R^sumö en frangais p. 28—29. 

**) Ce Journal, t. 99, p. 128. M. Caspary cite lui aussi expressöment les tra- 
vaux dont j'ai parl6 ici. 

***) Ce Journal, t. 26, p. 151. 
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le point d'intersection de AH ^i CK. Voir la figure, oü Ies droites de 
Pascal sont pointill^es. 

C 




Solutions du probl^me. I. La droite Df joignant la trace D au 
point F que nous venons de ddterminer est la trace du plan 148. On 
d^termine de la m6me mani^re Ies traces de deux autres plana par 8. Une 
ex^cution eifective de la construetion de M. Paul Serret se ferait exactement 
de la m6me niani^re *). 

II. Apr^s avoir trouv^ la droite DF on peut d^terminer Ies traces P et P 
des droites 1 8 et 4 8 au moyen du th^or^me de Hesse. 8 sera un point de 

• 

*) Les deruiöres lignes sont Substitutes ici ä la reniarque que la Solution de M. 
P. Serret ferait uue 3™® application de notre Lemme. En effet, ä cause de la diffe- 
rence de la forme, je u'avais pas observe alors Tidentite efFective des deux Solutions. 
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la cubique gauche passant par 1, 4, 5, 6, 7 et ay^nt la droite 2 3 pour 
corde. Q sera donc le point d'intersection de la droite DF avec la droite 
qui lui correspond dans une figure homographique oü 5, 6, 7, et ßC, cor- 
respondent ä 5, 6, 7 et BA. Q sera donc un point de la couique passant 
par G, B, 5, 6, 7, oü G est le point d'intersection des droites AB et DF. 
Le point P se d^termine de la mgme mani^re. Toute la construetion est 
ex^cut^e dans la figure. 



Notre Lemme conduit aussi d'une raani^re assez simple ä la con- 
struetion de M. Schröder , qui ne diff^re de la construetion I (construetion 
de Serret) que par la. mani^re de ddterminer le point F et les points ana- 
logues. Plagons, en elfet, les points 1 et 4 du Lemme sur un c6ne ayant 
pour sommet le point 6 et passant par 2, 3, 5 et 7. Alors le point 8 
coincidera avec 6, et, selon le th^or^me de Desargues^ la trace ßF du plan 
14 8 formera avec la droite ßB une couple de Tinvolution d^termin^e par 
les deux couples 6 5, 6 7 et GA, 6C. On trouve le point F en construisant 
de la m6me mani^re la droite 5F ou 7F. 

La m6me construetion de la droite 6F r^sulte aussi du fait, dont se 

• 

sert M. Serret, que le quadrilatere AFCB et le triangle 5 6 7 sont circon- 
scrits ä une conique. On la deduit aussi sans difficult^ de la consid^ration 
de nos coniques JB567^ÄetJB567C/r. 

En meme temps que j'ai donn^ ici des exemples de constructions 
ant^rieures satisfaisant immediatement aux demandes de M. Schroeter, on 
aura eu Heu de voir la diversit^ des mani^res dont on peut obtenir, ä peu 
pr^s, le meme degr^ de simplicit^. Cette diversit^ s'augmentera probablement 
— il serait injuste envers les autres auteurs qui se sont occup^s de la 
meme question de ne Vaj outer pas — si Ton effectue de la mani^re la plus 
simple le detail des constructions bien connues sur les cubiques gauches 
ou hyperbolo'ides auxquelles on a r^duit le mßme probl^me. Alors Tinter- 
vention de ces courbes ou surfaces, qui fönt image et empreignent la voie 
k suivre ä la memoire, sera un avantage, ce que montre, selon moi, une 
comparaison de T^nonc^ de M. Reye, cit6 par M. Schroeter, avec celui de 
M. Caspary, 

Copenhague, en d^cembre 1885. 
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La premi^re d^velopp^e suivant les puissances de q est: 

^ = 2f(M) if (3/= 1, 3, 5. . . .), 

oü Ton a, comme tous savez: 

la somme se rapportant ä tous les diviseurs d de M. Groupons les termes 
de la mani^e suivaute,' (— 1)*^^~^^+(— 1)*^**'""*^ en d^signant par d et d' deux 
diviseurs coujugu^s. On voit ainsi que/'(^) = pour 3f == 3 (mod.4), cette 
hypoth^se entratnant la condition d' ^—d (mod. 4). Mais si nous suppo- 
sons M^il (mod. 4), les deux termes s'ajoutent, car alors on a d'i^d (mod. 4). 
Soit donc d' >> rf, on pourra ^crire : 

en excluant les diviseurs d', et convenant de r^duire ä moiti^ le terme de 
la somme qui s'offrirait dans le cas de d' = d. 

Cela pos^, je d^veloppe la seconde valeur de , au moyen de 

cette formule: 

ou plutöt: 



en r^duisant ä moiti6 le premier terme oü Ton a w = 0. On obtient ainei 
la s^rie: 



82'(-l)i^"-'>|/^\l^^ (m = l,3, 5....; « = 0,1,2,...) 

OU bien 

si nous posons m^+4:tnn = M. Le coefficient d'une meme puissance de q 
est donc la somme 8-2*(— 1)*^"*"^^ qui est pr^cis^ment f(M), m 6tant d'apr^s 
la relation pr^c^dente un diviseur de M moindre que son conjugu^, avec la 
mßme Convention de r^duire ä moiti^ le terme pour lequel, ayant n = 0, le 
diviseur coinciderait avec son conjugu^. 

D'une mani^re toute semblable s'^tablirait Tidentit^ des expressions 
suivantes dues ^galement k Jacobi: 

JI/L?_— 1—4^^-1")*^"—^^-^ -- 1 4-4 ^r IV ^ /m=1.3.6, ...\ 

Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 4. 42 
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Mals j'arrive, sans m'y arreter, k une consdqueuce de la formale pr^c^dente: 

quiconcerne la somme 

Partant k cet elfet de la relation: 

je divise les deux niembres par \' q^ et je change ensuite q en Vqr; il vient ainsi: 

J'op^re maiiitenant comme je Tai fait daiis les Acta Matli^matica (T. V, p. 310), 
et j'obtieiiö cette expression: 

oü il faut prendre w = 1, 3, 5, ... //, en ddsignant par /t le plus grand 

nombre impair compris dans ]^M. Mais on a E(x-\-l)^ E(x)'\'\\ nous 
pouvöiis donc ^crire plus simplement: 

puis, comme on le voit facilement: 

Ce resultat conduit immediatenient k la valeur asymptotique de la 

somme S; il suffit en eftet de remplacer E\—z^j par 4— pour en 
conclure, aux termes pr^s de Tordre .«: 

S = 8^-(-l)'^'"-'<*-7j-)- 
Mais la formule ainsi obtenue: 

sc öimplifie en n^gligeant ces termes d'ordre ,a ou )^M. üu a d'abord: 

2[l-3 + 5-... + (-l)»^"-^\//] = (-l)*^"-^\a+l), 
puis 



,e^4(-'+«) 
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oü est en valeur absolue moindre quc Tunit^, de sorte qu'il vient simplement 

S = ^Mti. 
Le m^me proc^d^ permet de tirer de V^quation: 

la valeur asymptotique de la somme: 

S, = F(l)+F(2)+... + F(A^). 
On part k cet effet de Texpression 

OÜ il faut prendre n = 1, 2, . . . r, y 6tant rentier conteiiu dans la quaHtit^ 
\^2N+^—^^ et on en conclut, aux termes pr^s de Tordre de fN: 

S, = ±mogN+(C-r)N 
en d^signant par C la constante A'Euler. 

m 

Je consid^re en dernier lieu la fonction num^rique *(iV) repr^sentant 
le nombre des d^compositions de N en deux facteurs d et d' telles qu'on ait 
d' > Arf oü & est un entier arbitraire. Partant de T^quation 

j'en d^duis d'abord pour la somme 

S3 = *(l) + *(2)+--- + *(iV) 
cette valeur 

en faisant 

. = £(/«). 

II en r^sulte qu'on a, avee une erreur moindre que r, 

s. = <^-) = 'v[i+i+-4]-*'^. 

puis, si Ton n^glige les termes d'ordre v: 

S. = iV(log.+C)-^^, 

42* 



(i. = i, 2, J, ... o 
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et plu8 simplement: 



S, = iiVlog~ + (C-^)iV. 



k 

Dans le ca8 de Ar = 3 on a ä consid^rer non pas le nombre des divisenrs 
que j'ai nomm^s d et d'y mais la somme JS(d'+Sd) que certameB fonnnles 
donnent comme un ^l^ment num^riqüe propre ä exprimer le nombre des 
d^compositions de N en ciiiq carr^s impairs, et c'est ce qui m'a fait penser 
ä la recherche que je viens de vous exposer .... 

Paris, 29 novembre 1885. 



329 



Ueber einige Anwendungen der Modulsysteme auf 

elementare algebraische Fragen. 

(Von L. Kronecker.) 



I. 

Einleitende Bemerkungen über Congruenzen nach Modulsystemen. 

JJurch den Congruembegriff'y welchen Gauss im art. I der j^Disquisitione» 
arithmelicae^ eingeführt hat, wird von dem speciellen Werthe des ganz- 
zahligen Coefficienten von m in der Zahlform *) : 

a-{ km 

abstrahirt; es wird das „Gemeinsamem^ aller durch diese Zahlform darstell- 
baren ganzen Zahlen: 

. . ., a— 3fw^ a--2m, a— m, a, a+m^ a-\-2m, a + Sm, . . . 

hervorgehoben, indem sie als einander „nach dem Modul m congruent" be- 
zeichnet werden. 

Die Reihe der Zahlen a+ km ist durch zwei Grössen, nämlich durch 
den festen Modul m und irgend ein Glied der Reihe, völlig bestimmt; und 
es ist demgemäss jede Reihe unter einander (nach irgend einem Modul) 
congruenter Zahlen: 



t n 111 



durch zwei Invarianten zu charakterisiren. Solche zwei Invarianten kann 
man z. B. (rein arithmetisch) bestimmen, indem man die eine als die ihrem 
absoluten Werthe nach kleinste der Zahlen a selbst, die andre aber als die 
absolut kleinste der Differenzen der verschiedenen Zahlen a definirt**). 
Die letztere Invariante giebt dann den absoluten Werth des Moduls iw, nach 



*) Vgl. art. II der „Disquisitiones arithmeticae*^, 

**) Um auch in dem Falle, wo der absolut kleinste Werth der positiven Zahlen 
a gleich dem der negativen ist, eine Bestimmung zu treffen, kam;, hinzugefügt werden, 
dass alsdann die negatiee Zahl als Invariante genommen werden soll. 
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welchem die verschiedenen Zahlen der Reihe a , a\ a"\ ... einander coii- 
gruent sind, während die erstere den Werth: 

hat. Hier ist, wie in meinen früheren Aufsätzen, unter R(ol) der Rest zu 
verstehen, welcher verbleibt, wenn man von der Grösse « die ihr zunäcTist 
benachbarte Zahl . subtrahirt , während für den Fall, wo « genau in der 
Mitte zwischen zwei benachbarten ganzen Zahlen liegt, fi(«) = — l zu 
nehmen ist. 

'Der ebenso einfache als weittragende Gedanke, welcher der Gauss- 
sehen Einfllhrung des Congrnenzbegriflfes in der ersten Section der Disqq. 
arithm. zu Grunde liegt, lässt sich auch im Anschluss an jene allgemeinen 
Principicn erörtern, mittels deren Gauss in der fünften Section seines Werkes 
die Theorie der quadratischen Formen begründet*). Definirt man nämlich, 
gemäss den a. a. 0. entwickelten Principien, zwei lineare Formen je einer 
Unbestimmten : 

a-\-bxy a-\-Vx 

als einander äquivalent, wenn jede in die andere durch eine ganzzahlige 

Substitution : 

X = ax+fi, X = ax-^-ß* 

übergeführt werden kann, so sind die nothwendigen und hinreichenden Aequi- 
valenzbedingungen die folgenden: 

6 = ± 6', a^a (mod. 6), 

und der Begriff der Congnienz der Zahlen: 

a^a' (mod. m) 

deckt sich also vollständig mit dem der Aequivalenz der Linearformen: 

a+mx c\j a'+mx\ 

wie ich neulich schon bei einer anderen Gelegenheit auseinandergesetzt 
habe **). 



*) Vgl. meine Auseinandersetzungen über das gedanklich Neue der Ganssschen 
Theorie am Schlüsse des § 22 meiner Festschrift zu Herrn Kummers Doctorjubiläum 
S. 94 und 95. 

**) Vgl. art. I ijieines Aufsatzes „Die absolut kleinsten Reste reeller Grössen'^ im 
Sitzungsberichte der hiesigen Akademie der Wissenschaften vom 30. April 1885. 
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Nimmt man nun an Stelle der Linearformen mit einer Unbestimmten 
solche mit beliebig vielen Unbestimmten: 

und definirt zwei P'ormen: 

h=u k—v 

a-f 2:tn,,x^, a + 2:m[x[ 
h=i it=i 

als einander äquivalent, wenn sie durch ganzzahlige Substitutionen: 

k h ^ — *t *» " • y / 

in einander transfoimirt werden, so bildet dies einen unmittelbaren und ganz 
naturgemässen Uebergang von dem Gamsschen Begriffe der „Congruenz 
nach einem Modul" zu dem allgemeineren Begriffe der „Congruenz nach 
einem Systeme von Moduln". Denn die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für die Aequivalenz der Formen: 

/t=u k—v 

a+ Umf^x,,, a + Z mWk 

A=l *=1 

werden zuvörderst durch die Gleichungen: 

* * /A=l, 2, ...^\ 

k n 

ausgedrückt. Man kann aber ferner, nach Gauss' Vorgang, von den spe- 
ciellen Werthen der ganzzahligen Coefficienten c, c' in den Gleichungen 
(A.) und (B.) abstrahiren und das ^Gemeinsamem der durch die Zahlform: 

A=ü 
A=l 

darstellbaren Zahlen hervorheben, indem man dieselben als einander 

„nach dem Modulsystem (wi, W2, ...m^) congruent" 

bezeichnet. Dann ergiebt sich auch der Begriff der „Aequivalenz der Mo- 
dulsysteme" 

(fWi, nh^ . . . m^), (ml, wi, . . . m[) 

von selbst, da vermöge der Gleichungen (B.) die Gesammtheit der durch jede 
der beiden Zahlformen: 

A=ii k=t' 

dargestellten Zahlen genau dieselbe ist, und die Gleichungen (ß.) erweisen 
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sich demgemäss als charakteristisch für die Aequivalenz: 

(iWi, m^, ... m^) oo (w'i, m2, . . m'^). 

Hiernach lassen sich — im unmittelbaren Anschluss an die Gams^cheu Ent- 
wickelungen — die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die 
Aequivalenz der Linearformen: 

ft--ii k=y 

a + 2:mf,x,,^ a'+2:fn[xk 

;i=i k=i 

durch die Congruenz: 

a EE± a (modd. fMi, w^, ... m^,) 

in Verbindung mit der Aequivalenz: 

(wi , m^ , ... fw^) oo (wj , »12 , ..." Wy) 
ausdrücken. 

Hat das Modulsystem (fWi,m2, ... m^), wie hier angenommen worden, 
lauter ganzzahlige Elemente, so ist es offenbar einem solchen äquivalent, 
welches nur ein einziges Element, nämlich den grössten gemeinsamen Theiler 
der jii Zahlen iw, enthält. In diesem Falle ist also die Einführung von 
Modulsystemen unnöthig *). Aber bei dem Fortschritt von der gewöhn- 
lichen Zahlentheorie zur arithmetischen Behandlung ganzzahliger Functionen 
von unbestimmten Variabein ist die Einführung von Modulsystemen noth- 
fvendig. 

Bedeuten y4, M^^ if^, ... M^, A\ MJ, M\^ ... M^ ganze ganzzahlige 
Functionen der unbestimmten Variabein SR', 91", . . . 91^""*^ oder also „ganze 
Grössen" des Rationalitätsbereiches (9i', JR "7 ••• 9t^"~*^), so ist gemäss den 
oben aus dem Ga^MSchen Congruenzbegrilf hergeleiteten Begriffsbestimmungen 
die Aequivalenz zweier ,,Modulsysteme" 

(itf„ M,, ... itfj, (/»;, M\, ... Ml) 

und die „Congruenz zweier Grössen A, A nach einem dieser Modulsysteme" 
durch ein System von Gleichungen: 

(ß.) M, = ^c[ji[, m = ^c,jr,, ('-'• ^' ••• "^ 

k h 

ZU deiiniren, in welchen^die Coefficienten C, C ebenfalls ganze Grössen des 

*) Dass trotzdem die Anwendung von Modulsystemen in der gewöhnlichen Zahlen- 
theorie von mancherlei Nutzen ist, davon habe ich mich in den Universitätsvorlesungen, 
welche ich in diesem Winter halte, bei mehreren Gelegenheiten überzeugt. 
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Rationalitätsbereichs (9i', 9i", . . . &t^""^^) bedeuten. Durch eben dasselbe 
System von Gleichungen ist aber auch die Aequivalenz der Linearformen: 

h=i *=i 

zu definiren, da diese vermöge der Gleichungen (A.) und (R) in einander 
durch Substitutionen mit ganzen, dem Ratiönalitätsbereich (9t', 5R", .•• ^^""*0 
angehörigen Coefficienten übergehen. Die Aequivalenz dieser beiden Linear- 
formen wird also wiederum durch die „Congruenz'': 

A = A' (modd.ilfi, M,, ... M^) 

in Verbindung mit der „Aequivalenz": 

(üf,, M,, ... M^) c\j (M[, M[, . . . Ml) 
charakterisirt. 

Wenn die Linearform M^X^-^-M^X^^ VM^X^ durch lineare Sub- 
stitution mit ganzen, dem Rationalitätsbereich (JH', JH", . . . 9fl^""*^) angehörigen 

Coefficienten in die Linearform M[X['\'M[Xi'\ \-MlXl übergeht, so ist nach 

Analogie der von Garns in die Theorie der quadratischen Formen einge- 
führten Begriffsbestimmungen die erstere Linearform als „die letztere ent- 
haltend" zu bezeichnen. Wird diese Ausdrucksweise auf die Coefficienten 
der Formen übertragen, so ist 

„das Modulsystem (itfi, M^^ ... M^,) ein das Modulsystem 
(il/i, M2, ... Ml) enthaltendes," 
wenn die n Congruenzen: 

Mf, ^ (modd. M[^ M^, ... Ml) (/»^i. 2. ... .«) 

bestehen. Das gegenseitige Enthalten zweier Modulsysteme begründet hier- 
nach deren Aequivalenz. 

Die Gesammtheit der Grössen: 

A+'^^KJh, 

d. h. derjenigen Grössen, welche man erhält, indem man für /fj, Ä^, ... K„ 
irgend welche ganze ganzzahlige Functionen von 9t', 31", ... 9i^"~^^ setzt, ist — 
ähnlich wie oben die specielle Reihe der Zahlen a+km — durch ein System 
von Invarianten (in endlicher Anzahl) zu charakterisiren , z. B. durch das 
System eben der Grössen A, M^^ M^, ... M^, welche hier zur Definition der 

Gesammtheit von Grössen ^ + /fiiWi + Ä2ilf^H VK^M^ dienen. Ein solches 

charakteristisches System von Invarianten kann jedoch in mannigfaltiger 
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WiUh flMr(;^4f^llr ¥ft'fiUu. t)U'. Amahl der zar Cliarakterisirang sämmtlicher 
Mmm^mi 4 \ fi,M, K,M, • '" 4 Ä'^ilf,, aiiHreidienden Invarianten bestimmt sich 
iIiimIi /l)^ Ah/rt>»l ihr i'Ai'Wi'jtU^ iU'M Kationalitatstiereichs, also durch die 
oIm r» Ulli rr 1 UvA-wUmU', ZahL Kh kami nämlich erstens als eine der 
InviMiMM/ii Unnu\ 4,im: iUr HvVfmiiu A + K,M^ + K.,M; + '" + K^M, selbst 
«rwiihll wt-rtUu. Win] Anutt zm^itcnn eben diese Grösse von jeder der 
tniiU'iiii Kfibfrulfirt, äo i^rhalt rrian die Oesanimtheit aller derjenigen 
nuu^t'u lU'M llnl\ohsi\UHUh4ir4iMtA ^5«'. :H". ,.. :K'' '^). welche das Modulsystem 

' '*'.» ^' ^,/y ^'Of IihINji. find wi^nn man alle diew. Grössen, unter denen ja auch 

W»» ^f ^/, Ä^MMf vorkorrim^^n. wieder als Kiemente eines Modulsystems 

MiiffHKKf, Ko jAf dfWÄ^'Jh*^ d^tm ModnlHVnteme (M^, M-,,... M^) äquivalent. Um 
mUo dirw-Ä HiJH yuitn m i-Trnitfeln, bedarf es nur eines Verfahrens, mittels 
di'Ä*!*!! dli' AiizhIiI lUrv Kleniente eine»* Modulsystems auf eine von vom 
liiMrlh /M b«;MtimrrM!Md<; Zahl redncirt werden kann, und ein solches Ver- 
l'iibriMi <T((i«tbt Hi*?b, wie ich im § 21 ^S. 7H) meiner Festschrift zu Herrn 
liinimtr^ horforjiibilttiirn jf^;zei(ft habe, aus der allgemeinen Theorie der 
l'^llinlriHfiori. hiirrh dwne sind daher rfii? Invarianten der Gesammtheit aller 
inihr Hfinnder nach irgend einem ModuUy$lem congruenten ganzen Grössen 
di'K llenirliH OH', ;H", ... :H^" *'; zu ermitteln, indem sie es ermöglicht, ein 
.ModnlHVMtrjri von beliebig; vielen Kiementen auf eines zu reduciren, in 
welrlieni die Anzahl der Kiemente von vorn herein durch die Anzahl der 
Klenioiite des Kationalitätsbereiehs bestimmt ist. 

hi«? (icHanimtlieit der ^unendlich vielen) Grössen Ä'i^i + Ä'ailfiH — 
•1 li,,M,, bildet eine besondere Gruppe von Grössen des llationalitätsbereichs 
i^*H\ )){'\ ... JK^" '0, welche der KUrze halber mit G bezeichnet werden mögen. 
Int dioHC (irti])pc atif irgend eine Weise definirt, so kann daraus nach vor- 
stehender AuHcinandersetzung das System (M^^ M^^ ... Si^) oder ein äquiva- 
liMites ermittelt werden, d. h. es kann ein System von Grössen, die zur 
1 >etiniti()n der Grup])e ausreichen, durch arithmetisch-algebraische Methoden 
aus den definirten Grössen selbst hergeleitet werden. Doch bedarf dies, 
ebenso wie die dabei benutzte Bildung von Modulsystemen mit unendlich 
(oder unbestimmt) vielen Elementen einer näheren Präcisirung. 

Wird nämlich ein bestimmtes arithmetisch -algebraisches Verfahren 
vorausgesetzt, mittels dessen alle diejenigen Grössen G^f der zu definirenden 
G nippe ganzer ganzzahliger Functionen von 9t', 9t'', . . . 91^""*^ aufgestellt 
werden können, für welche sowohl die Coefficienten als auch die Exponenten 
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der verschiedenen Potenzen der Variabein 9t ihrem absoluten Werthe nach 
kleiner sind als eine beliebig gegebene Zahl N, und wird ferner eine Be- 
stimmung darüber vorausgesetzt, wie gross N angenommen werden mllsse, 
damit die gesammte Gruppe schon durch die Grössen G^ repräsentirt werde, 
d. h. damit alle Grössen der Gruppe das aus den Grössen G^r allein ge- 
bildete Modulsystem enthalten, so kann bei der obigen Deduction anstatt 
der aus unendlich (oder unbestimmt) vielen Grössen bestehenden Gesammt- 
heit der ein Modulsystem enthaltenden Grössen von vorn herein eine end- 
liche Anzahl derselben zu Grunde gelegt und daher an Stelle jenes dort 
benutzten Modulsystems mit unendlich vielen Elementen dasjenige gebraucht 
werden, welches nur die Grössen Gy als Elemente enthält. Die dort er- 
örterte Frage reducirt sich alsdann offenbar nur auf die, ein gegebenes 
beliebig viele P^lemente (in endlicher Anzahl) enthaltendes Modulsystem in 
ein äquivalentes zu transformiren, bei welchem die Anzahl der Elemente 
eine feste, durch den Kationalitätsbereich (9t\ 9i", .•• S't^"'"*^ allein bestimmte 
Zahl nicht überschreitet. 

Ohne die hier näher erörterten Voraussetzungen, d. h. also ohne die 
Möglichkeit von vom herein Modulsysteme mit unendlich vielen Elementen 
durch solche mit einer endlichen Anzahl von Elementen ersetzen zu können, 
ist aber die Begriffsbildung eines „Modulsystems mit unendlich vielen Ele- 
menten" nicht anwendbar. Will man sie dennoch, als eine rein logische, 
zulassen, so darf dies doch nur unter dem Vorbehalte geschehen, dass hei 
den speciellen arithmetischen Anwendungen des arithmetisch nicht hinreichend 
präcisirten Begriffs in jedem einzelnen Falle der Nachweis der Erfüllung 
jener Voraussetzungen erbracht, d. h. also eigentlich, dass in dem einzelnen 
Falle die Einführung von Modulsystemen mit unendlich vielen Elementen 
als unnöthig erwiesen wird. 

Nimmt man zu den gewöhnlichen „rationalen" Operationen, nämlich 
zur Addition, Subtraction, Multiplication und Division, noch die Differentiation 
hinzu, so genügen freilich Modulsysteme mit einer festen, nur durch die 
Anzahl der Variabein bestimmten Anzahl von Elementen nicht mehr, son- 
dern man braucht dann auch Modulsysteme mit* einer „unbestimmten" An- 
zahl von Elementen, d. h. mit einer solchen, die beliebig zu vergrössern 
ist, und die also in dem gewöhnlichen Sinne als „unendlich" bezeichnet 
werden kann. Aber grade weil die p]inflihrung solcher Modulsysteme erst 
beim Ueberschreiten der Grenzen der eigentlichen Algebra geboten er- 

43* 
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HrliiMiit, iinmH nUi in diüi aritlirnetiHch - algebraischen Theorieen vermieden 

VWr iWv. ModiihyrtUmie, deren Kiemente einem natürlichen Rationalitäts- 
hoirlrlM«. nH\W\...W '') angehören, ist der Begriff der „Stufe" oder des 
,^\\\\^^^^^^\ {\m \\'\\ in meiner Festschrift zu Herrn Kummer» Doctoijubiläum 
nlUir.r rnfwIrki-Jt liahe, von princijjieiler Wichtigkeit. Es giebt, wie a. a. O. 
Im §21, VII. hervorgehoben ist**), unter den Modulsystemen eines natUr- 
llrlicn KutlonulllJUsbcrcIchH von n — 1 unbestimmten Variabein „reine Modul- 
»VMrnic crHter, /-weiter, ... n**"^ Stufe'- und dem entsprechend auch „reine 
Kcninen dor u verm^hiedenen Stufen". 

Min reines Moduisystem m^^*«* Stufe (ifi, ilf^, ... M^) kann so beschaffen 
Krin, <laHK iiiitteiH der // Uleichungen: 

in, = 0, jtf, = ü, ... M^==0 

eine gouHU (u— m-l)-fHche Mannigfaltigkeit aus der (u-'l)-fachen Mannig- 
tultigkrit (J)(\ J)i", ... JK^"~*0 ausgeschieden wird; es kann aber auch so be- 
HohatVou Hein, daws ein äquivalentes System (itf|, ilfl, . . . ilf ,'.) gebildet werden 
kann, in welchem eines der Elemente z. U. Ml eine ganze Zahl ist, wäh- 
rend die I' — 1 IHeichungen: 

i»/; = t), ^/.; = o, . . . ^/:_i = o 

eine genau (u — nO-facHie Mannigfaltigkeit repräsentiren. 

Eine „reine Form m^^^ Stufe" ist eine solche, in welcher die Coef- 
tieienten der Unbestimmten ein reines Modulsystem m^^^ Stufe bilden; eine 
solche Form kann aber auch gemäss § 22, IX". und X". meiner oben 
fitirten Festschrift dadurch charakterisirt werden, dass sie, nach Multipli- 
ration mit einer primitiven Form des Bereichs (91', JR", ... JH^""^^), sich als 

^"i Die obigen Erwägungen stcken, wie mir scheint, der Einführung jener Dede- 
iij«(/sehen Begriffsbildungcn wie „Modul", „Ideal" u. s. w. entgegen; ebenso auch der 
Kintlihrung der verschiedenen Begriflsbildungen, mit Hülfe deren in neuerer Zeit 
vielfach (zuerst wohl von Heine) versucht worden ist, das „Irrationale** ganz allgemein 
zu fassen und zu begründen. Selbst der allgemeine Begriff einer unendlichen Reihe, 
z. B. einer solchen, die nach bestimmten Potenzen von Variabein fortschreitet, ist 
meines Erachtens nur mit dem Vorbehalte zulässig, dass in jedem speciellen Falle 
auf Grund des arithmetischen Bildungsgesetzes der Glieder (oder der Coefficienten), 
ähnlieh wie oben, gewisse Voraussetzungen als erfüllt nachgewiesen werden, welche 
die Keihen wie endliche Ausdrücke anzuwenden gestatten, und welche also das Hin- 
ausgehen Ober den Begriff einer endlichen Reihe eigentlich unnöthig machen. 

**) Vgl. auch die ausführlicheren Auseinandersetzungen in Herrn Molks Abhandlung: 
-Sur une notion qui comprend celle de la divisibilit^ et sur la theorie g^närale de 
i elimination- Chapitre III. Acta Mathematica Tome VI. 
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lineaj'e homogene Function (mit ganzen, dem Bereich (JA', 91", .•• 3l^"~'0 ä'^" 
gehörigen Coefficienten) von genau m Formen darstellen lässt, die mit der 
darzustellenden Form in ihren Coefficienten völlig übereinstimmen, sich aber 
durch die Unbestimmten von ihr sowie von einander unterscheiden. 

Eine 'fernere wichtige Eigenschaft der Modulsysteme und der Formen 
ist ihre Zusammensetzbarkeit im Sinne der Aequivalenz. Die Composition 
der Formen: 

M,X, + M,X,+-' + M^X,, M[X[+M',X',+-'+M:x: 

erfolgt durch wirkliche Multiplication, die der Modulsysteme also durch die 
Bildung eines neuen, dessen Elemente die juv Producte: 

sind. Hieran knüpft sich unmittelbar die Frage der Möglichkeit der De- 
composition eines gegebenen Modulsystems oder einer gegebenen Form. 
Wie es nun offenbar Modulsysteme und Formen giebt, die solchen äqui- 
valent sind, welche durch Composition aus anderen gebildet werden können, 
so giebt es auch Modulsysteme und Formen, bei denen dies nicht der Fall 
ist, und die deshalb als „nicht zerlegbar (im Sinne der Aequivalenz)" zu 
bezeichnen sind. Aber unter den nicht zerlegbaren Modulsystemen oder 
Formen giebt es doch noch solche, die andere Modulsysteme oder Formen der- 
selben Stufe „enthalten", wie ich am Schlüsse des § 21 meiner mehrerwähnten 
Festschrift hervorgehoben habe, und es empfiehlt sich desshalb, unter den nicht 
zerlegbaren Modulsystemen und Formen noch diejenigen in besonderer 
Weise zu kennzeichnen, bei denen dies nicht der Fall ist, welche also keine 
anderen Modulsysteme oder Formen derselben Stufe unter sich enthalten. 
Für diese besonderen nicht zerlegbaren Modulsysteme und Formen soll 
nunmehr die Bezeichnung als: 

„Primmodulsysteme" und „Primformen" 

vorbehalten werden, welche ich in den §§ 21, VI und 22, VI meiner Fest- 
schrift als völlig gleichbedeutend mit der Bezeichnung der Systeme und 
Formen als „nicht zerlegbare" angewandt habe. 

Es werden hauptsächlich Primmodulsysteme eines natürlichen Ratio- 
nalitätsbereichs (91', dt'\ . . . 3i^"~^^) von einem bestimmten m^®^ Range, in dem 
eben dargelegten engeren Sinne, im Folgenden zur Anwendung kommen. 
Für solche Modulsysteme theilen sich die sämmtlichen ganzen Grössen des 
Rationalitätsbereichs (9i', 31"? • • • 3^^"~^0 "^ zwei Gruppen, von denen die 
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eine alle das Modulsystem enthaltenden Grössen, die andere alle übrigen 
umfasst. Die Grössen dieser anderen, durch ein Primmodulsystem m*®»' Stufe 
aus dessen Integritätsbereich [9ft', 91", . . . 9i^""^^] ausgesonderten Gruppe können 
ihrerseits so charakterisirt werden, dass sie mit dem Primmodulsystera zu- 
sammen Modulsysteme (m + iy®*' Stufe bilden, oder dass sie (nach dem 
Primmodulsysteme) Formen (m+1)^^ Stufe congruent sind, d. h. äIso solchen 
Formen, die für Modulsysteme m*®** Stufe (uneigentlich) primitive oder Ein- 
heits-Formen sind *). 

Denn, wenn (M^, M^^^ ... M^) ein Primmodulsystem m*^** Stufe und Jifo 
irgend eine Grösse des Integritätsbereichs [3i', 91'', ... fH^"~^^] bedeutet, so ist 
das Modulsystem (J/,„ iW,, M->, ... 31 „) offenbar in (itfi, J/^, ... M^) enthalten, und 
da dieses, als Primmodulsystem keine anderen Modulsysteme m^^^ Stufe ent- 
hält, so muss das Modulsystem (^,„ J/„ M^, ... M^) entweder mit (^i, iW^, ... M,,) 
äquivalent oder aber ein System (m+1)^^^ Stufe sein. Im ersteren Falle 
muss Af„ nach dem Modulsysteme (M^^M.^^... M^) congruent Null und also 
eine Grösse . der ersten von jenen zwei Gruppen sein. Es muss daher, 
wenn itf„ der zweiten Gruppe angehört, (M^^ M^^ AL^ ... M^) ein Modulsystera 
(m+iy^^ Stufe und M^,+ U,M, + '^-+11^31^, eine Form (m-f-l)^^^»- Stufe sein, 
welcher M„ selbst offenbar nach dem Modulsystem (i^/„ itf^, ... Af^) congruent 
ist. Jede Grösse des Integritätsbereichs [91', 9i", ... 9i^""^^] ist also modulis M^, 
Ma, ... M^, wenn dies ein Prirwmodulsystem ist, entweder der Null oder 
einer Einheitsform congruent. 

So ist z. B. für das Primmodulsystem zweiter Stufe (91', JH") die 
Variable 9t'" eine Grösse der zweiten Gruppe und der Form: 

9l'A:+9t"y+9t"' 

congruent, welche an sich eine Form dritter Stufe, aber für Modulsysteme 
zweiter Stufe als eine uneigentlich primitive oder E^inheits-Form zu bezeichnen 
ist. Es bildet ferner die Grösse 9i"' mit dem Modulsystem (9i', 91") zu- 
sammen das Modulsystem (91', 91", 9t"'), welches offenbar den Rang drei hat. 
So ist ferner für eine gewöhnliche Primzahl p die Gesammtheit der ganzen 
Zahlen in zwei Gruppen zu theilen, deren eine die sämmtlichen durch p 
theilbaren Zahlen umfasst, während jede der übrigen Zahlen modulo p offen- 
bar unter der Zahl Eins enthalten, also eine Einheit ist. Denn fllr jede 
durch p nicht theilbare Zahl r existirt ja eine Zahl «, welche der Con- 



*) Vgl. § 22, VII der mehrfach citirteu Festschrift. 
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gruenz: rs^l (mod. p) genügt. Jede ganze Zahl ist also modulo p ent- 
weder Null oder Einheit. 

Wenn das Product von zwei ganzen Grössen des Rationalitätsbereichs 
(91', di'\ ... 91^""^^) eine Grösse der ersten von den beiden Gruppen ist, in welche 
sich die sämmtlichen ganzen Grössen des Bereichs für ein Primmodalsystem 
theilen, so muss mindestens eine der beiden Grössen selbst der ersten Gruppe 
angehören, d. h. 

der Fundamental satz der gewöhnlichen Zahlcntheorie , dass ein 

Product nur dann für einen Primzahl modul congruent Null sein 

kann, wenn einer der Factoren congruent Null ist, gilt auch für 

allgemeine Primmodulsysteme. 

Denn wenn M^. M^, ... M^ die Elemente eines Primmodulsystems 

und M^ ^/n irgend zwei Grössen des Integritätsbereichs [9i', ^)i", .•• 9l^"~^^] 

bedeuten, so* folgt aus der Congruenz: 

MMy^ EH (modd. M^., J/>, . . . J/^), 
dass auch das Product der beiden Formen: 

das Primmodulsystem (M^^M-i^... M^) enthalten muss. Äeirfe Formen können 
also nicht für dieses Primmodulsystem eigentlich oder uneigentlich primitiv 
sein. Dies würde aber der Fall sein, wenn beide Grössen AT, iW;, zur Gruppe 
derjenigen gehörten, die das Modulsystem nicht enthalten. 

Auf den Gedanken, den Gai/Ä«schen Begriff der Congruenz für Zahlen- 
moduln zu einem Begriffe der Congruenz für beliebige Modulsysteme zu 
erweitern, bin ich vor etwa 30 Jahren durch gleichzeitige Beschäftigung 
mit algebraischen und arithmetischen Untersuchungen geführt worden, und 
ich habe diesen Gedanken schon im Jahre 1858 vielen Mathematikern (vor 
Allen Dirichlety Kummer^ Weierstrass) in mündlicher Unterhaltung, seit dpm 
Jahre 1862 aber auch in meinen Universitätsvorlesungen mitgetheilt und 
dadurch in weiteren Kreisen verbreitet. Durch den Druck habe ich die 
Elemente der Theorie der Modulsysteme erst in meiner Festschrift zu Herrn 
Kummers Doctorjubiläum veröffentlicht und dort hauptsächlich Anwendungen 
auf rein arithmetische Fragen beigefügt. Dass aber die Theorie der Mo- 
dulsysteme auch bei ganz elementaren algebraischen Fragen mit Erfolg an- 
zuwenden ist, indem sie die Methoden durchsichtiger erscheinen, die Re- 
sultate zugleich präciser und allgemeiner fassen lässt, soll hier an einigen, 
auch an sich interessanten Beispielen dargelegt werden. 
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II. 

Lineare Congnieiizeii für Primmoilulsystemo. 

Bildet man aus tJ', in / Zeilen von je /' Elementen geordneten, 
unbestimmten Variabein die Determinanten irgend einer (r^^") Ordnung und 
bezeichnet dieselben (in beliebiger Reihenfolge) mit: 

Vir) t/(r) f/(r) 

r 1 7 ' i 1 ^ 3 ? • • • ? 

80 kann man die /./' unbestimmten Variabein selbst, von denen man aus- 
gegangen ist, als Determinanten erster Ordnung, analog mit: 

1/(1) /»-=!, A ... ' \ 

'* U=^l, 2. ... t'J 

bezeichnen. Nimmt man nun noch /' unbestimmte Variable: 
hinzu und setzt: 

(1.) n"-f'^'>^. a:::::::::.), 

so ist die Determinante: 

I I'(l)! /.'/=!. A ... r, t\ 

I •"* I U = <». 1. ... r / 

eine lineare homogene Function der /' Variabein X^ deren Coefficienten 

sämmtlich Determinanten (r+l)**^' Ordnung des Systems: 

1.(1) /i-^ 1. i — t\ 

sind. Auf Grund der Theorie der Modulsysteme wird dies vollständig durch 
die Congrnenz: 

(2.) |F,:,1>| = (modd. »r», 17^'\ V^''^'\...) (IZy'r""'') 

ausgedrückt, in welcher als Kiemente des Modulsystems die sämmtlichen 
Determinanten (r+1)*^'» Ordnung des Variablen -Systems: 

['(1) /•=!. l, ... f\ 
•* U--1, i t) 

zu nehmen sind. 

Entwickelt man nun die Determinante in der Congruenz (2.) nach 
den Elementen Ki!\ so resultirt die Congruenz: 

(3.) vir>vi'> = o (modd.fr, H!\ ... yi.\'\ y'r'\ rr*\ ...), 

in welcher V\'^ die Determinante: 

\yip\ (•. *=i. •-'. ...o 

bedeutet, und welche oifenbar nicht bloss für « > r, sondern auch flir * < r, 
also fUr alle / Werthe « = 1, 2, ... / besteht. 

Setzt man ferner, wenn / eine der Zahlen 1, 2, ... r und m eine 

* » 

der Zahlen 0, 1, 2, ... / bedeutet: 

l'C) __ I r(l)| / • = !, 2, ... r \ 
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80 wird für diejenigen Werthe von iw, die nicht grösser als r sind: 

wenn (fi^ = oder (T,« = 1 ist, je nachdem l^m oder /=m ist, und für 
1» = wird : 

/J.>i Vir) __ y|i^rr)|Y /i = l,-2....r; l</<r 

V.^V ^/" — -^Ki* l-A^ I * = !, 2,... /-l, «,/+!,... r 

\«=/, r+1, r+2, ... r 

Die Determinante F,^;^^ wird also eine lineare homogene Function von: 

'^ly -^r+n '^r^-2^ • • • ^/'i 

deren Coefficienten selbst Determinanten r*^' Ordnung sind; und zwar ist 
der Coefficient von Xf für jeden Werth von / eine und dieselbe Determi- 
nante r^^^ Ordnung: 

welche schon oben mit f7[^ bezeichnet worden ist 

Andererseits ist aber Vi\l^ offenbar eine lineare homogene Function 
der r Grössen F/,}\ VÜ\ ... F^^^; und es besteht daher die Congruenz: 

K,^r>EE=0 (moM. Vff, Vi]\ . . . V^^') * (.= i.-2....r,, 

in welcher, der Natur der Sache nach, dem Modulsysteme rechts noch be- 
liebige Elemente hinzugefügt werden können. So ist also auch: 

(5.) n;^ = (modd. n!>, W, . . . VJiP) 
für jeden der r Indices e = 1, 2, . . . r. 

In der Entwickelung der schon oben betrachteten Determinante: 

11/(1)1 /f/ = l, '^. ... r, *\ 

\^ Cff» \ \h = {K l, ... r J 

nach den Elementen Vii\ F,V\ . . . V^P ist das erste, nämlich V}^ mit ITi'^ 
und aber irgend eines der folgenden Elemente V^^ mit F/o^ multiplicirt. 
Es besteht daher die Congruenz: 

\V^^P\= F/r^n'^ (modd. Fi;>, Fi;>, ... IV), 
und wenn man « gleich einer der Zahlen 1, 2, ... r setzt, so dass die 
Determinante links verschwindet, so geht diese Congruenz in folgende über: 

(6.) VIP VIP - (modd. Fi;>, n;\ . . . V'A^O ^ = ^' '^^ • • ^). 

Wenn man nun in der obigen Congruenz (3.) den Ausdruck auf 
der linken Seite und auch die ersten r Elemente des Modulsystems mit Vlp 
•multiplicirt, so erhält man die Congruenz: 

VlpVI{^VIP = (modd. F(:> F/.!\ F/r>ni\ ... F/[>F(!>; Vr'\ Vr'\ . . .), 
welche für alle Indices « = 1, 2, ... / gültig bleibt, und man kann darin die 
r ersten Elemente des Modulsystems .auf Grund der Congruenz (6.) durch 
die Elemente VIP, Vl!;\ . . . F^;^ ersetzen. 
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Man gelangt hierdurch zu der Congruenz: 

(7.) Ff[>rfr>Kji/> = o (modd. ni;\ n?, ... yi^\ ^r^ vi^^'\ ...) 

(• = 1. 2. ... 0, 

welche in Verbindung mit der Congruenz (5.) das Ziel der vorstehenden 
EntWickelungen bildet Die beiden Congruenzen (5.) und (7.) zeigen, 

dass einerseits das Modulsystem (Ji^^ FiJ\... V^^ in dem Modul- 
systeme (K/o\ Fi;\ ... Vi^^) enthalten ist, und dass andererseits dieses 
letztere Modulsystem unter Hinzunahme der Elemente K/'^^*^ V!^''^^\ ... 
in dem ersteren enthalten ist, wenn dessen Elemente sämmtlicb mit 
dem Quadrate der Determinante V[(^ multiplicirt werden. 

Dieses Resultat lässt sich auch folgendermassen formuliren:. 

Im Sinne einer Congruenz für das aus allen Determinanten 
(r + l)^r Ordnung F/''+'\ Vi^'^'\ ... gebildete Modulsystem lässt 
sich . einerseits jeder der r Ausdrucke V^^ för i = 1, 2, ... r, d. i. 



r=r 




vi(>x,^.£jvit>^x, C:r^::.;.,...„ ), 

als ganze lineare homogene Function der t mit F/d\ r^|\ ... Vj^^ 
bezeichneten Ausdrucke: 

andererseits aber auch jeder dieser letzteren t Ausdrucke, nach 
Multiplication mit dem Quadrate der Determinante r^^^ Ordnung r/[\ 
als ganze lineare homogene Function der ersteren r Ausdrucke 
Yj:"^ darstellen, und zwar so, dass die sämmtlichen Coefficienten 
ganze ganzzahlige Functionen der /'('+!) unbestimmten Variabein: 

r(l) Y /.= !, 2. ...€\ 

^^ ' "** V*=l. 2. ...J 

sind. 
Werden an Stelle der //' unbestimmten Variabein F,V> irgend welche 
ganze Grössen eines natürlichen Kationalitätsbereichs (.U'. .^". . . . 31^"^'^) 
genommen, für welche die sämmtlichen Determinanten (r— l)^*»^ Ordnnngf 
ein bestimmtes Primmodulsystem {M, M\ M'-, ...) des Rationalitätsbereichs 
(S, 91", . . . 3?^'"^*^; enthalten, während die Determinante y\[^ eben dieses Prim- 
modulsystem nicht enthält, so lässi sich aus dem eben formulirten Resultat 
unmittelbar erschliessen. da^ die beiden Systeme von linearen Congruenzen: 
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(8.) £VL'^X, = (modd.J!f, M', M", ...) « = ...»..../), 

(9.) n['^.+ "i" I nr'IX = (modd. M, m; m", :. .) 



ii=r+l 



/ A, 1 = 1, :i, ... r \ 

\*=1, 2, ... •— 1, », < + l, ... r/ 

mit einander völlig äquivalent sind, d. h. also dass beide genan dieselben 
Bestimmungen für die zu bestimmenden i Grössen X enthalten. 

Nach den in früheren Aufsätzen eingefllhrten Bezeichnungen *) ist 
r die y^Rang-^ oder Slufenzahl^ des Systems Vji^ „in Beziehung auf das 
Primmodulsystem (M,M\M*\ ...)^ ^ weil jede der Determinanten (r+1)*«»^ 
Ordnung, nicht aber jede der Determinanten r*®»* Ordnung (modd. M, H/F, M", ...) 
congruent Null ist. Betrachtet man die Grössen Vjj^^ als die gegebenen, 
die Grössen Xj^ aber als die gesuchten, gemäss den Congruenzen (8.) zu be- 
stimmenden, so sind es die Congruenzen (9.), welche die vollständige Auf- 
lösung der ersteren enthalten. Da nun in den Congruenzen (9.) offenbar 
die t'—r Grössen X^^.,, X^^2? • • . X^, unbestimmt gelassen werden können 
und nur die r Grössen -Yi, Ä2, ... X,. sich als lineare homogene Functionen 
jener t'—r übrigen bestimmen, so zeigt sich, dass 
durch ein System von Congruenzen: 

'S VJP X, = (modd. M, ItT, M\ . . .) (i = 1, ^, . . . 0, 

in welchem 'V^^, M, M\ M", . . . beliebige Grössen eines natür- 
lichen Rationalitätsbereichs bedeuten und die letzteren ein Prim- 
modulsystem bilden, die /'-fache Mannigfaltigkeit der Grössen X 
auf eine genau (/'~r)-fache Mannigfaltigkeit eingeschränkt wird, 
wenn die Zahl r den Rang des Systems V^^ in Beziehung auf 
das Modulsystem (Af, M\ M", . . .) bezeichnet. 
Es verdient hervorgehoben zu werden, dass dieses ganz allgemeine 
Resultat auf die zugleich einfachste und vollständigste Weise durch die 
beiden obigen Congruenzen (5.) und (7.) dargestellt wird, und zwar wird 
es dort, da die Congruenzen für Modulsysteme, ihrer Definition nach, das 
Bestehen gewisser Gleichungen ausdrücken, 



*) Vgl. Art. X meines Aufsatzes: „Die Periodensysteme von Functionen reeller 
Variabein" im Sitzungsbericht der hiesigen Akademie vom 20. Nov. 1884, Stück XLVI 
S. 1078. 
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in der Form identischer Gleichungen präciser, übersichtlicher und 

allgemeiner gefasst, 
als es jemals bisher geschehen ist. Das Streben, den mathematischen Re- 
sultaten eine solche, meines Erachtens nicht nur wUnschenswerthe, sondern 
eigentlich allein in Beziehung auf Klarheit und Sicherheit befriedigende 
Fassung zu geben, hat mich bei der Einführung der Divisoren-Systeme so 
wie bei den vorliegenden Anwendungen derselben geleitet. Dass bei com- 
plicirteren Fragen die Bemühungen, sie in der hier charakterisirten vollendeten 
Weise zu lösen, vorläufig noch schwierig oder gar aussichtslos erscheinen, 
darf von der Fortsetzung solcher Bemühungen nicht abhalten. 

Für den specjiellen Fall des absoluten Rationalitätsbereichs 91 = 1 
sind die Elemente VIP gewöhnliche ganze Zahlen und an Stelle des Prim- 
modulsystems (M, M\ ill", ...) tritt ein gewöhnlicher Primzahl -Modul p. 
Die /' Congruenzen: 

(8.) '^VIPX, ~ (mod. p) (*=i, A ... 

werden also durch eine genau (/'— r)-fache Mannigfaltigkeit von Werthen 
X befriedigt, wenn das System der U' Zahlen Vji^ in Beziehung auf den 
Modul p vom Range r ist*). 

Man kann die Rangzahl r hier, indem man die /' Grössen X als un- 
bestimmte Variable betrachtet, auch dadurch charakterisiren, dass r+l die 
Stufenzahl des Divisorensystems: 

(p, £ V\l^X,, £ K[i>J¥„ ... £ VlpX,) c*= 1. i. ... .) 

angiebt, dessen /'+1 Elemente dem Rationalitätsbereich (-X,, X, . . . ^V,.) an- 
gehören. 

Werden die tt' Grössen Vlk\ wie im Anfange dieses Artikels, als 
unbestimmte Variable aufgefasst, so ist das aus allen Subdeterminanten 
(i.-}_l)ter Ordnung gebildete Divisorensystem: 

(rr^^ ft^n ...) 

ein System von der Stufenzahl (t—r)(t'^r)^ jedoch ein solches, dem Systeme 
höherer Stufen beigemischt sind. Denn erstens enthält jede der (t—r^Q'—r) 
Determinanten (r-f-l)*®** Ordnung: 

|F(1)| /l/=l. i^ ... r, i\ 

I ."'' I \A = 1, 2, ... r. k)y 

*) Hierin liegt eine ausdrückliche Rechtfertiguug jenes Ausspruches von Hrn. Rados 
auf S. 259 dieses Handes, womit der erste Absatz scliliesst: „Ganz ebenso aber u. s. w.^ 
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welche den Indexwerthen : 

t = r+l, r+2, ... t; & = r+l, r+2, . . . t' 

m 

entsprechen, ein Element, nämlich F<y\ welches in den übrigen nicht vor- 
kommt. Das aus diesen Determinanten gebildete Divisorensystem: 

(10.) (Fr»>, n^+^\ ... v^'^'^), 

in welchem zur Abkürzung: 

(<-r)(/'~r) - p . 

gesetzt ist, hat also die Stufenzahl (>. 

Entwickelt man nun zweitens eine dieser p Determinanten nach den 
Elementen der letzten Horizontalreihe, so kommt: 



m=r 



vipviu £ K^>nv - \vip\ a:;:l':::::a 



m=l 



und es ist hierbei Vj^i^ = Vii\ Da die Determinante rechts flir t > r, k>r 
eben eines der Elemente jenes Divisorensystems (10.), für alle anderen 
Werthe von i und k aber gleich Null ist, so besteht die Congruenz: 

K?[>F,y> = ~'J»^ü>e,> (modd. Fr^ F^^... V^;^'^) 

offenbar für alle Werthe von i und k, d. h. für t = 1, 2, . . . / und & = 1, 2, . . . /'. 
Jedes System von (r+iy Grössen: 

"y*^ FO) Vi*"^ /•=<«. • »r\ 

^ ''im ^ mk U=tu, *M.. *r/ 

»»=1 

ist aber offenbar aus den beiden Systemen von je r(r-\-l) p^lementen: 

'^ »TO 7 ^ ml: 1 Ar — fc,, *,, . . . Är^ 1 

\^m= 1, 2, ... r y 

zusammengesetzt; die aus je (r+iy Grössen: 

Ffr^n?^- (:ir; r) 

gebildete Determinante ist daher für jenes Modulsystem (Ff'^'"*\ Fi'^'^^^ ... F^''+^^) 

congruent Null, d. h. 

jede der Determinanten (r + l)*^'^ Ordnung des Systems Vjj^^ enthält, 
nach Multiplication mit Vl[^, dasjenige Modulsystem, dessen P^le- 
mente jene besonderen q Determinanten (r+l)^er Ordnung: yY^^\ 
Fr+^>, . . . V^^^'^ sind. 

Das aus allen Determinanten (r+iy^^ Ordnung zu bildende Modulsystem 

enthält also ausser dem Modulsystem p*®»* Stufe: 
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noch dasjenige höherer Stufe, welches entsteht, wenn man diesen (f Deter- 
minanten (r+1)*«»* Ordnung die mit ^1^*^^ bezeichnete Determinante r^^^ Ord- 
nung hinzufügt 

Der Sache nach ist diese letztere Entwickelung bereits im Art. I 
meiner „Bemerkungen zur Determinanten - Theorie" enthalten *), aber ihre 
eigentliche Bedeutung konnte erst hier mit Hülfe der Theorie der Modul- 
systeme dargelegt werden. 



III. 

Darstellung des grossteii geinoinsainen Theilers vou zwei ganzen Functionen von x für irgend ein 

Primmodulsystem des Bereichs ihrer Coefficienten. 

§1- 

Bezeichnet man mit x, Do, t)], ... t)„_i, r,,, t?i, ... r._] unbestimmte 
Variable und setzt: 

-~T = fc^^x~^'{^w^x'''^•\-W2X~^-\-'" in inf., 

so sind iTo, fPi, 1^2, ... ganze ganzzahlige Functionen der Variabein t) und r. 
Bedeutet nun m irgend eine Zahl, die kleiner als n oder auch gleich n ist, 
und nimmt man: 

Cm, = fr, a,u. = Oji,, = — f/'ii-i 

(i, Ar= 1, 2, ... m) 

SO werden durch die Gleichung: 

(21.) 1«,,,! = frF^'">(x)-SB^'"^(a?) c, a=»o. i. 2, ... «) 

zwei ganze Functionen von x: 

definirt, von denen die erstere vom w^«^", die letztere vom («i— 1)^«" Grade 
ist. Eben diese beiden Functionen von x können aber auch in folgender 
Weise definirt werden: 

(21'.) F"*>(x) = |fP,,,_2X-»r<^,_,|, 9.V»>(.T) = 2:fr,»r,T-;r>(x) o. * = i... ... -), 

wenn Fi"'^(x) die y^Adjuncte'' des Elementes fr.+ii._j,T— fr,|.;t_i i" der Deter- 
*) Bd. 72 dieses Journals S. 152. 
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minante K^*"\aj) bedeutet uud also durch die Gleichung: 

l/(m)/^\ _ ^l^'H /i. f=l,2,...m\ 

erklärt wird. Bezeichnet man endlich noch die Determinante: 
welche den Coefficienten von a?"* in F^^^a?) bildet, mit V^, so ist: 

und die bekannte Determinantenformel : 



liefert demnach die Relation: 

Für jedes beliebige System von (i»+iy Grössen a^^^ besteht offenbar 
die Determinantengleichung: 

Da nun bei den oben angenommenen Werthen von a,,*: 

und aber ftlr fl' > : 

wird, so geht jene Determinanten-Gleichung (®.) mit Beiücksichtigung der 
Gleichung (81.) in folgende über: 

(3).) Iw'ä, m'a hn • • • «'a i m-i' M'ar'*— 2; fr/_,a:*~^*| = %d V^'^\x)-'%^''\x) (ä = o, i, ... ,«> 
Setzt man hierin: 



-:=» 



SO wird in der Determinante auf der linken Seite das letzte Element gleich 
der unendlichen Reihe: 

2. u>r-xX^~' oder ^i" fr^j^x"'"'. 
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und da das Aggregat der ersten m Glieder dieser Reihe, als lineare Function 
der ersten m Determinanten-Elemente: 

weggelassen werden kann, so resultirt die Gleichung: 

(Ä = l», 1, -2. ... «). 

Der Ausdruck auf der linken Seite ist eine game Function von x; der 
Ausdruck auf der rechten Seite enthält offenbar keine höhere Potenz von 
X als x'""^'\ diese aber mit dem Coefficienten: 

multiplicirt, der Ausdruck muss daher eine ganze Function («— w— 1)**^" 
Grades sein. Bezeichnet man sie mit PF^"~'""^^(a;), so ist: 

(©,.) ^{x)V^'^^(x)'-Si^^-\x)V{x) = »y(« '\x), 

also auch, wenn man hierin m — 1 an Stelle von m nimmt: 

und aus diesen beiden Gleichungen resultiren endlich mit Berücksichtigung 
der Gleichung (S5.) die Relationen: 

;^^jy(«— )(^)_I.'0-i)(^)jy(«-«-i)(^) ^ YlV(x). 

Die hier gegebene Entwickelung findet sich, ihrem wesentlichen In- 
halte nach, schon in meinem Aufsatze ,.Zur Theorie der Elimination einer 
Variabein aus zwei algebraischen Gleichungen", welcher im Monatsberichte 
der Berliner Akademie der Wissenschaften vom Juni 1881 abgedruckt ist. 
Doch waren hier einige formale Modificationen nöthig, um die folgenden 
Ausfuhrungen daran knüpfen zu können. 

§2. 

Aus den beiden mit (@.) bezeichneten Relationen erhellt unmittelbar 
die Aequivalenz der beiden Divisoren- oder Modulsysteme: 

(r'«(:r), \Z\\x), W^—^\x)), 

deren Elemente ganze Grössen des iiatllrlichen Rationalitätsbereiehs: 

Qt)(i, üi, ... t)«_i, t?(i, t?i, ... t?„._i, Xj 
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sind. lu dem letzteren der beiden Systeme kann aber noch das Element 
VlW^*'"'\x) hinzugefügt werden, da es sich gemäss der Relation (95.) als 
ganze homogene lineare Function der beiden ersten Elemente desselben 
Systems darstellen lässt. Es resultirt daher die fundamentale Aequivalenz: 

^^'^ [oo (VlW^'-'Xx), ^'•\x)W^'-''\x), F(">(a?)m"-">(aj), W ("""-»> (x)), 

und die Elemente dieser beiden einander äquivalenten Divisorensysteme sind 
folgendermassen definirt: 

33 (x) = *2r't)i «*, v(x) = X' +*2r*«* «*, 



;i=ü 



A=:(l 



V« = |fPi+t|, V„(x) = |fr,+ia:-fr,.^.;fc+i| o, * = u, i, ... m-i), 



-9S^->(a?) = 



0, 



U>iX — tO'i^ W-iX — f^j, 



«'«-n tr^.iX— fr«, M>«a?—fr«^i 



»yc«-"-^)(a?) = 



«To, 



tr 



i? 



WxV(x)^ WiX — fDi^ WiX — Wi^ 



^m^iVQc)^ «T^.iJT — IT«, W^X-W 



"•H-U 



tt?m^ — tt^m + l ! 
• • • ^2m—'l^ ^^2111—1 



Die Function W^"""^"^^ (x) ist ferner gemäss den Gleichungen (3)'.) und (®.) 
auch durch die Gleichung: 



W^(— ^)(x) = V{x)i: \w,, u> 



t—ti 



'A+IJ 



• • • ^^Ä+m-1? Wa+J^ 



.— ^-l 



(/i = (), 1, ... m) 



bestimmt, so dass also, wenn man zur Abkürzung die Determinante. 



fü 



durch V„^f bezeichnet: 



A+Jt 



(A=0, 1, ... m — 1, m\ 
lt = 0, 1, ... Ml— 1, t ) 






9=1 



t=m 



wird. In diesem Ausdrucke von W^''~"'~^^(x)j in welchem übrigens <?» = 1 
zu setzen ist, wird es evident, dass die Congruenz: 

W^—'\x) = (modd. F.,., F...+1, ... r«,«-0 
besteht. Man kann daher in der Aequivalenz (5.) auf beiden Seiten das 
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diese Congrnenz besteht aber auch für / = ot, «i+l, ... «— 1 und auch für 
/ = 0, 1, ... I»— 1, da für diese • letzteren m Werthe V^^ = wird. Das 
Modulsystem : 

ist also dem Modulsysteme: 

(. '^mjöj ^m,l7 ^m;2^ • • • ''^myr) 

äquivalent, wenn darin für r irgend eine Zahl, die grösser als «—1 ist, 
genommen wird, und es kann deshalb auch die Aequivalenz: 

aufgestellt werden. 

Da nun oben W^*~^'^\x) durch die Gleichung: 

bestimmt worden ist, so ist, wenn unter u eine Unbestimmte (indelerminata) 
verstanden wird: 

der Quotient: 

stellt daher — im Sinne des § 22 meiner Festschrift zu Herrn Kummers 
Doctoijubiläum — eine „Form" dar, welche dem Modulsysteme: 

entspricht und auch an dessen Stelle eintreten kann. So kann z. B. das, 
was die obige Congruenz: 

^c-..-i)(^) = (modd. K.,., n.„.^„ ... F«„_0 

besagt, auch dadurch ausgedrückt werden, dass die Form: 

fy(-".-i)(^) als die Form ^. ^ -^ ^enthaltend'' 

bezeichnet wird, und in dieser Fassung tritt das Resultat gewissermassen 
in Evidenz. 

Dass das Divisorensystem (F^,«, K«,m+i, ... Vm^n-i) ein System (w— wt)^er 
Stufe ist, lässt sich leicht erkennen, wenn man die Grössen tr,,, «Ti, ... W2n-i 
an Stelle der Grössen t)o, t)i, ... t)«_i, ro, t?i, ... f?„-i als unabhängige Variable 
auflfasst. Denn das letzte Element der mit F«, bezeichneten Determinante ist 
ir«+,, und es ist daher: 
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V^„ eine lineare Function von itj«, deren Coefficienten nur ito, 

tt'n • • • M>2«-i enthalten, 

Kn,m+i eine lineare Function von fi?2«+i, deren Coefficienten nur 

IT,), «Ti, ... f^i« enthalten, 
u. 8. f. Die Resultante der Elimination von itj«, m>2„*+i, . . . tr«+«»i aus den 
Gleichungen : 

ist also nicht identisch gleich Null. 

Man kann nun in der That die 2» Grössen tr,,, tri, ... fr2«_i an 
Stelle der 2« Grössen: 

t)u7 t)i, ... t)„_i 5 ^<M ^1? • • • ^'»i— 1 

als unabhängige Variable auffassen, da sich die letzteren durch die ersteren 
rational ausdrücken ' lassen. Gemäss der Definition der Grössen w ist näm- 
lieh fllr A = 0, 1, 2, . . . n-1 : 

und es können hiernach die ersten n Grössen w an Stelle der n Grössen t> 
eingeführt werden. Die w Grössen t?,j, ri, ... t?„_i bestimmen sich alsdann 
aus den 2« Grössen tp^^^ iti, ... tvz^^i mittels der n Gleichungen: 

Eben dieselbe Bestimmung der Grössen w aus den Grössen t) und v ergiebt 
sich direct aus den obigen Formeln (3)'.) und (®.), wenn man darin m = n 
nimmt. Alsdann muss nämlich der Ausdruck auf der rechten Seite gleich 
Null werden, und es kommt: 

SB(x)F('»>(a:) = SB^">(x)F(a?), 
also: 

und diese beiden Gleichungen liefern unmittelbar t?,,, f?i, ... t?,_i, tX), t)i, ... t)»_, 
als rationale Functionen der Grössen ir,,, w^ . . . f^?i„_,. 

Bedeutet r eine der Zahlen 0, 1, 2, ... n—m, so lässt sich die 
Determinante (iw+r+l)<cr Ordnung: 



ITp+^l (/». 9 = '». K 2. ... "«+0 



als ganze Function von ir,,, iti, ... ir2^+^-_i und F«.,, ^^.«+1, ... F^,«H.2r dar- 
stellen. Ist nämlich: 
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A 

WO a", 3', «", . . . Ä^"*^ unbestimmte Variable bedeuten, so sind Fi% VI,, 
yZi • • • y^^ Determinanten «i^er Ordnung, und zwar ist V^^ genau diejenige, 
welche oben mit K, bezeichnet worden ist Hiernach wird: 

und wenn man nun jede der r+1 letzten Horizontalreihen in der Deter- 
minante : 



IfTp+^l (P. « = <>. 1.2,... "•+r) 

mit V^^ multiplicirt und alsdann derselben die nächstvorhergehende, mit 
Vi multiplicirt, die zweitvorhergehende, mit Vi multiplicirt, u. s. f. hinzufügt, 
so treten an Stelle der r+1 letzten Horizontalreihen: 

die folgenden: 

Dabei ist zu bemerken, dass V^^t = ist, wenn t<Ztn ist, und dass in dem 
von den Horizontalreihen der Grössen V^t gebildeten Rechteck nur die 
Ecke rechts Grössen F„, enthält, in denen t^m+r ist Alle diese Grössen 
flUlen ein rechtwinkliges Dreieck aus, dessen Hypotenuse r+1 Grössen 
Vn,,m^r cuthält. Bctrachtct man also die aus den m Horizontalreihen: 

^h9 «^A+l? • • • tt'A+m+r (A = 0. 1, ... «-1) 

und aus den r+1 Horizontalreihen: 

^m,t^ ^m,ifc+lj • • • ^m^k+m-{-r (t = (l,l, ...r> 

gebildete Determinante nur: 
SO reducirt sie sich auf: 

kA+]b|.^^iiVr (A,* = ü, l....m.l). 

Es besteht daher die Congruenz: 

(p, 9 = 0, 1, 2, ... m-\-r; Ä, *=(), 1, 2, ... m-1)) 

oder wenn zur Abkürzung: 
und wie oben: 

ltt^A+*| = Kh (A, * = U, 1, 2, ...m-l> 



m,«i 
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gesetzt wird: 

Für r = wird die Determinante W^^ry ihrer Definition nach, mit F. 
identisch, d. h. es ist FT« = V„^^, und die Congruenz (Ä.) zeigt also, dass 
das Modalsystem: 

« 

in dem Modalsysteme: 

enthalten ist. 

Es lässt sich aher auch andererseits ans der Congruenz (^.) er- 
schliessen, dass das Modulsystem (W^j WK«+i7 W^m+2, ••. Wh-O in einem Modul- 
systeme enthalten ist, dessen Elemente Potenzen von V^, multiplicirt mit 
Potenzen von F«,„, F«^«+i, .•• K„,._i, sind. Erstens ist nämlich: 

V =^ W ' 

ferner ergiebt die Congraenz (Ä.) für r= 1, dass: 

F„. V:,., , = (modd. W^, W^^^ 
ist, und alsdann für r == 2, dass : 

wird, wo 6 und G^ ganze ganzzahlige Functionen der Grössen v> bedeuten. 
Erhebt man die Ausdrücke auf beiden Seiten der Gleichung zum Quadrat, 
so erhält man die Congruenz: 

1^1:,.,, = (modd. »F., W^,,, fF.^0- 
Nimmt man nun an, dass in der angegebenen Weise eine Congruenz: 

(Ä'O W'rZl^r-.=^ (modd. JV., »F.^„... »F.^..O 

erlangt sei, so folgt aus der Congruenz (Ä.) die Gleichung: 

ftir beliebige ganze Zahlen fr^\^ 9r+i' Nimmt man diese durch die Recursions- 
formein: 

bestimmt an, so ist jedes der bei der Entwicklung der (^r+i)^®*^ Potenz rechts 
vorkommenden Glieder: 
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' m ' m,m+r—l ^ w,m+r— 2«»' ' m,iN-)-l 

durch ein Product: 

' m ' m.m+c— 1 =^ =^ ' 

theilbar. Denn erstens ist für jeden der r-1 Werthe von k: 

Pk+gk^Pr^i^ 
nnd da zweitens Aa+ÄaH hA^ = 5'r+i? also: 

ist, so muss wenigstens für einen der r— 1 Werthe von k: 

kqk ^ A* 

sein. Die Congmenz (Ä'.) gilt hiernach auch, wenn man darin r+l statt 
r nimmt, und sie gilt also für alle Werthe r = 1, 2, . • . «— m. Es ist 
daher in der That das Modulsystem: 

C ^my '^m+U '^m+27 • • • fr n-l) 

in dem Modulsysteme: 

V»« 'm ^iii,m+r— 11 • • V (re=l, 2, ... n— «•> 

enthalten, wenn die Zahlen q^, tr durch die Gleichungen: 

9l = Ij 9r+l— 1= ^(Äj'* — 1)? 'r+l = 2^9* (r=l,2, ...n-m) 

bes«m». werden. 

Die hier entwickelten Beziehungen zwischen den Determinanten 
r,„^ und W^^r können in folgende Congruenzen zusammengefasst werden: 

(ÄiO F; W^^r-^ = (modd. n.,„,, F^,«^„ . . . F,,»_0 

(Ä,.) üf;':^,., = o (modd. »y«, T^.^„ ... »y,_0 """'' '" 

Es geht aus ihnen hervor, dass 

einerseits das Modulsystem (F^,«, ^m,m+i, ••• F^,«-i) in dem mit F«""* 
multiplicirten Modulsysteme (fT«, W^^+i, . . . W^»-i), andererseits 
dieses letztere in einer Potenz des mit V„ multiplicirten ersteren 
enthalten ist, wenn der Exponent genügend gross, z. B. gleich 

m-n+l+ql+2q^+3q^-\r'+(n'-m)q„_„ 

angenommen wird. 
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Jene merkwürdige Aequivalenz der beiden Systeme von Bedingungen: 

welche ich schon im art. VII meines oben citirten Aufsatzes *) nachgewiesen 
habe, tritt hier in Evidenz. Aber die Congruenzen (Äi.), (Ä2.) sind nicht 
nur die wahre Quelle für die angegebene Aequivalenz. sondern sie ergeben 
auch allgemeinere Resultate, welche im Folgenden entwickelt werden sollen. 

§4. 
Die im vorigen Paragraphen entwickelte Gleichung (^.): 

^m,< = ^«l?m-A + r ^«. (A = a 1, 2, ... m) 

A 

lässt sich, da V^^^ = V^ ist, in folgender Weise darstellen : 

Da nun, gemäss der Congruenz (^".) im § 3, jede Determinante V„^^^ das 
Modulsystem (K«,«, ^-.m+n ••• ^m.n-i) enthält, so besteht — im Sinne der Con- 
gruenz flir dieses Modulsystem — zwischen den Grössen w eine „lineare 
Recursionsformel m^^^ Ordnung", nämlich **) : 

fD.V^+tü^^ ir^+fr,_,ir^+- + tr^.U'"> = (modd. V^^, V^,^^,, ... F^^.,)- 

In dem Systeme der Grössen: 

d. h. in dem Systeme: 

ITu, ITi, W-iy . . . fr^_i, ^m^ my «^m + l^ij '^m + ^^m^ • • • 

ITi, 1^2, fTj, . . . IT«, tt'm-i-iF«, «'■•fi^«, '^«.fa^«? • • • 






mit beliebig weit fortgesetzten Horizontal- und Vertical - Reihen ist daher 
modulis r^^, '.n.m+u • • • ^m,i.-i jede Verticalreihe eine lineare homogene 
Function der m unmittelbar vorhergehenden; 



*) Monatäbericht der hiesigen Akademie vom Juni 1881. 

**) Vgl. die Definitionen im art. VII meines mehrfach citirten, im Monatsberichte 
der hiesigen Akademie vom Juni 1881 abgedruckten Aufsatzes. 



^ 
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jede Determinante (m + iy^'' Ordnung dieses Systems ist also modulis 
^m,m^ ^m,m+i? ••• ^m,»-i congruent NuU, d.h. der Rang des Grössen- 
Systems : 

ist in Beziehung auf das aus den n—m Determinanten: 

/'ä -- 0, 1, ... m— 1, Ml \ 

e£?A+jt| ( * = •'. i. ... »-1, ' ) 

\^/ = i», m + 1, ... n—lJ 

ZU bHdende Modulsystem genau gleich m. 
Ferner folgt hieraus mit Hülfe der am Schiasse des vorigen Paragraphen 
gegebenen Entwickelungen: 

dass eine Potenz jeder aus dem Grössensysteme: 

ZU bildenden Determinante (m + ly^^ Ordnung, nach JUultiplication mit 
einer genügend' hohen Potenz von V^, modulis W^, W^m+i? ••• W^n-i 
congruent Null wird, also das aus den n—m Hauptdeterminanten: 

Lm I /p, V = 0, 1, -i, ... m+r \ 

l;'P+9l V r = (M. 2. ... n-m-i; 

ZU bildende Modulsystem enthält. 
Nimmt man für t),,, t)i, ... t)„__i, t?„. r^, ... r._i irgend welche ganze 
Grössen eines natürlichen Kationalitätsbereichs (9fl\ 91", ... JR^"""^^), so sind 
auch tt?„, tPi, 1^2, ... ganze Grössen desselben Bereichs; denn die ersten 
2n Grössen tr sind nach §§ 1 und 3 mit den Grössen t) nnd v durch die 
Relationen : 

f^?;fc+r,_iirjt_i+t?»-.2<r*_2+---+t?o«'*-i, = (*--=». 1.4-1, ...2— d 

verbunden, während sich die Grössen u>2^, tt?2»+i, ••. alsdann durch die 
letztere Gleichung für k^2n bestimmen. 

Die Determinanten (fi+l)*®"^ Ordnung, welche aus dem System: 



• 



fTp^^ (P, y = iM, 2, ...) 



gebildet werden können, sind sämmtlich gleich Null. Der (absolute) Rang 
dieses Systems ist also gleich «, wenn die Determinante u*®'' Ordnung: 



ITp^^l (P. 9 = ". 1 «»-i) 



von Null verschieden ist; aber der „Rang in Beziehung auf ein Primmodul- 
system" {M\ M'\ M"', ...) des Rationalitätsbereichs (91', 9t", ... 9l^"-'0 ist gleich 
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w, wenn m die grösste Ordnungszahl aller das Modalsystem (M', M'\ M"\ . . .) 
nicht enthaltender Determinanten ist. Da aber oben gezeigt worden ist, dass 
jede aus dem Systeme Wp^^ zu bildende Determinante (m+iy^^ Ordnung, 
nach Multiplication mit einer Potenz der Detferminante F«, das aus den 
n—m speciellen Determinanten ( w + 1 )t«r Ordnung F«,^, ^^m,m+i? ••• K»,«-i 
bestehende Modulsystem enthält, so genügen für die Charakterisirung der 
Rangzahl m die Bedingungen: 

(2.) V^ nicht E= 0, F..„ = 0, K.,^^, = 0, . . . K.,._, = (modd. 3f ', M", M"\ ...) 

oder: 

(2'.) |ir,^,| nicht = 0, \w,^,\ = (modd.^', M", M'\ ...) 

(y, A = l*, 1, ... m — 1), (««'J, 1, ... m — 1, m; * = 0, 1, ... m — \^t; t — m^ "» + 1, ... » — 1)? 

welche, vermöge der Congruenzen (Äi.) und (Ä2.) im § 3, und weil 
(M', M"y M'", ...) als ein Primmodulsystem vorausgesetzt worden, mit den 
Bedingungen : 

(9K0 V^ oder W^^, nicht = 0, IV^ = 0, W^^, = 0, ... W^^, = 

(modd. M', M", if ", . . .) 
oder: 

(W.) |ip,+»| nicht = 0, \w,^,\ = (modd. M', M", M'", . . .) 

(l/, A=sO, l, ... m— 1) (p, 9 = 0, 1, 2, ... m-\-r; r = <I, 1, 2, ... n— m— i) 

völlig äquivalent sind. Aus diesen letzteren Bedingungen geht hervor, dass 
' es genügt, 

die Kangzahl m als die grösste Ordnungszahl aller das Modul- 
system nicht enthaltenden ffatip/determinanten : 



(91) fv.. 



zu definiren; 



tt'n, 


W, 




ITi, 


ITj 


1 



IT,), f£?i, ir2 

ITa, 1^3, tr4 



und dies ist wohl die einfachste Weise, den Rang eines Systems w^^^ in 
Beziehung auf irgend ein Primmodulsystem zu charakterisiren. 



Gemäss der Aequivalenz (©.), am Schlüsse des § 2, müssen Con- 
grneiizen : 



m 
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für das Modulsystem: 

m 

bestehen, iu welchen: 

^(x), C(a:), P(x), QCx) 

ganze Functionen von x bedeuten, deren Coefficienten ganze ganzzahlige 
Functionen der Variabein ö und v sind. 

Nach § 1, (@„.) und (®.) kann z. B. 

genommen werden. 

So wie nun überhaupt durch drei Gleichungen: 

(O.) (p(x) = f(x)g{x\ W{x) =^ f{x)h{x\ f{x) = y(a?)9)i(ir) + i/<ic)v/,(a:), 

in denen /"(a:), g(x)^ A(a:), y(ar), (/)i(ic), V'(a?), Wi^x) ganze Functionen von x 
bedeuten, 

f(x) als grösster gemeinsamer Theiler von (p(x) und i//(a:) 

vollständig charakterisirt wird, so'lässt sich auch der Inhalt jener funda- 
mentalen Aequivalenz (@.) dahin formuliren, dass 

die Function W^^"""'^(aj) den grössten gemeinsamen Theiler der beiden 
Functionen VlSß(a:) wnrf \ZV(x) modulis F^,,, F^„+i, ... V„„_, darstellt. 

Es miTSS sich daher bei dem Verfahren zur Aufsuchung des grössten ge- 
meinsamen Theilers von V(x) und ^(x) die mit fr^"""^(a?) bezeichnete 
Function als solcher ergeben, wenn man bei diesem Verfahren jede ganze 
Function der* Coefficienten t) und <? gleich Null setzt, die sich als ganze 
lineare homogene Function von: 

V V V 

darstellen lässt, deren Coefficienten selbst ganze Functionen der Grössen t) 
und e sind. 

Es seien nun, wie im vorigen Paragraphen, die Coefficienten von 9S(j^) 
und V(x) ganze Grössen des natürlichen Rationalitätsbereichs (ß', 91", . . . JK^"""^^), 
ferner bedeute (if', Af", M"\ ...), ebenso wie dort, ein Primmodulsystem 
desselben Bereichs, und der Rang des aus den Entwickelungscoefficienten 
f£?„5 tt'u ^2^ • • • von : 

~Y(x)' +tCiX -r^ioc +••• 

46* 
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f(h^, 






/^,„ Wi, iV., 



? • • • ? 



(leren Werth iiieht durch p theilbar ist, so ist (nach § 4)' der Rang des 
Systems der Zahlen Wj,^,^ in lieziehiing auf den Modul p genau gleich m, 
und die beiden ganzen ganzzahligen Functionen von x: 

haben, modnlo p betrachtet, einen grössten gemeinsamen Theiler vom Grade 
n - m. 

Nimmt man speciell « = p— 1, «?„ = —1, t?i = 0, «J2 = 0, ... «?^», = Ü, 
so ist: 

/r, , ., = t),_,^;, also iih,.n,=^w, C:ö;l;:;;Uf.), 

und es wird dann durch die obigen Entwickelungen der grösste gemeinsame 
Theiler der beiden ganzen ganzzahligen Functionen von x: 

modulo p bestimmt. I )a dieser aber nichts. Anderes ist als das Produet : 

\x 'rx)\x X2) »••\x — x^^^jj 

wenn o*,, j^, ... x/^^ die sämmtlichen, unter einander und von Null ver- 
schiedenen Wurzeln der Congruenz: 

(©.) w^,x^-''+ Wijf-^+ . • • + Wy_:^x + 2/.'p_.2 = (mod. p) 

bedeuten, so ist es eben dieses Produet, welches nach § 5 durch den Quo- 
tienten zweier Determinanten m^^r Ordnung: 

jiT^+Al 'l'^'"' '^'•"♦■*' ••• '^'." + "-'^' 'ff\j^m-AX'''^+W,,^^X''''^--'+-'+W^^,_..,X'^W,,^,_., 

(.'/, A -- Cl, 1, 2, ... «— 1) 

(mod. p) dargestellt wird, und es sind die Bedingungen fiir das Vorhanden- 
sein von genau n—m unter einander und von Null verschiedenen Con- 
gruenzwurzeln. welche dadurch ausgedrückt werden, dass die Determinante: 

(©'.) |^^H*| (•.* = «». 1. i, ... r) 

für r = ;i— 1, «—2, ... m durch p theilbar, aber für r = »i— 1 nicht durch 
p theilbar sein soll. 

Gemäss § 4 (2'.) können diese Bedingungen durch die folgenden 
ersetzt werden: 

(S".) I^r^+^l nicht E^ 0, |</^+i.|f^ü (mod. p). 

(.1, A = '•, 1, ... m—l) (» — ", 1, ... in— 1, m; * = O, 1, , . . w— 1, /; < = m, m-|-l, ... «— l). 



Kronecker, über einige Anwendungen der Modulsysteme. 363 

Mit diesen sind aber, wie im § 4 gezeigt worden ist, zugleich die Bedingungen 
dafür erfüllt, dass sämmtliche Determinanten (m+l)^^ Ordnung, welche aus 
dem Systeme 

gebildet werden können, aber nicht sämmtliche Determinanten m*®^ Ordnung 
p als Factor enthalten. 

In dieser letzteren Weise sind die Bedingungen für die Existenz von 
n^m Congruenzwurzeln von Herrn König aufgestellt und von Herrn Rados 
als nothwendig und hinreichend nachgewiesen worden*). Nach der hier 
eingeführten Terminologie finden die ^dni^schen Bedingungen ihren Aus- 
druck einfach darin, 

dass der Rang des Systems 

Wi^l, (•.* = <). 1, .. n-l) 

in Beziehung auf den Modul p genau gleich m sein soll. 
Aber hierfür sind auch schon die je »— w+l Bedingungen (©'.) oder (©".) 
ausreichend, und deren Anzahl ist wesentlich geringer als die Anzahl der- 
jenigen, welche bei der A^öm^schen Formülirung gebraucht werden. 

Dafür, dass die Congruenz (@.) überhaupt eine von Null verschiedene 
Wurzel habe, genügt die Bedingung; 

\w^^f\^Q (mod.p) (i^. A=o, 1, ...n-i) 

oder also **) : 

2hkni 

n£wi,e '^ ^0 (mod.p) (a, t-o.i, ...»-o. 

Diese Bedingung findet sich schon — wenn auch unter etwas anderer 
Form — bei Schoenemann. Dass sie in der That genügt, erhellt aus der 
Congruenz: 

•Ukni 



n£wf,e ** ^E^ nJlwj,^ (mod. p) (*, it=o, i, ... „-i)^ 

h k n. k 

in welißher g eine primitive Congruenzwurzel von p bedeutet; diese Con- 
gruenz selbst aber ergiebt sich unmittelbar aus der Congruenz: 

2hni 



n^x—e " )^ n(x—g^) (mod. p) (a = o, i. ...»-d^ 

wenn man das Lemma benutzt, welches ich im § 1 meiner Inaugural- 
dissertation ***) aufgestellt und bewiesen .habe. 

*) S. 258 dieses Baudes. 
**) Baltaers Determinanten buch V. Aufl. § 11, 1. 
^***) Bd. 93 dieses Journals S. 2. 
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IV. 

Aiiüösuug eines speeiellen Systems von Congruenzen. 

§1. 

Die im vorigen Artikel enthaltenen Entwickelungen können zur 
Auflösung des Systems von n Congruenzen: 

*— n— 1 

(1.) j; Wf,^j,(pit ^ w^l (modd. M'M"M"\ . . .) (ä=cm, ... — d 

benutzt werden, d. h. sowohl zur Ermittelung der Bedingungen, welchen 
die als gegeben betrachteten Grössen w und ?o" genügen mllssen, damit die 
Congruenzen Lösungen zulassen, als auch zur Bestimmung der gesuchten 
n Grössen (pt selbst im Falle der Lösbarkeit. 

Hierbei bedeuten die Grössen Af, w, uf^ ganze Grössen eines natür- 
lichen Rationalitätsbereichs (91', 9t", . . . 3i^"~^^). Ueberdies soll — wie im 
zweiten Theile des §5 (art. III) — (M\ 3f',M"\...) ein Pnmmodulsystem 
und u\)X'^+WiX~'^+w2x''^ + -" die • Entwickelung des Quotienten der beiden 
Functionen 58 (a?) und K(x), d. i. 

sein, deren Coefficienten t) und v ebenfalls als ganze Grössen des Bereichs 
(9l\9l",...9l^""'0 vorausgesetzt werden. 

Definirt man nun w/^, ^^ü+i? ..• durch die Gleichungen: 

£ Wh^k^k = '^'a (ä = ii, «+1. ... in inf.)^ 

in welchen die Grössen (pt, eben die den Congruenzen (1.) genügenden 
Grössen bedeuten, so sind die Grössen w^l durch eine lineare Recursions- 
formel mit einander verbunden, deren Ordnung höchstens gleich n ist, und 
die Reihe: 

Ä=ao 

stellt daher eine rationale gebrochene Function von x dar, in welcher der 
Nenner höchstens vom Grade n ist. Bezeichnet man diese, in reducirter 

Form, mit „q) v »^ wird das System der Congruenzen (1.) in der Con- 

V {X) 

gruenz : 

Ä=» ib=ii-i SRO/ \ 

zusammengefasst, und diese kann, wenn darin ftlr die Reihe: 
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ihr Werth -p7^< substituirt wird, noch folgendermassen dargestellt werden : 

(2.) |^^*i"W = |;g]+G(a.) (modd. #', ilf ", . . .), 
WO G(x) eine ganze Function von x^ nämlich: 

bedeutet. Mnltiplicirt man nun diese Congruenz (2.) mit der ganzen Func- 
tion $(ir), welche in der letzten der drei Congruenzen ($.) im art. III, § 5 

vorkommt, und macht dann von den beiden letzten Relationen (^.) Gebrauch, 
so folgt, dass: 

sein muss, wo Gi(x) eine ganze Function von x bedeutet. 

Schon die Congruenz (2.) lehrt, dass der Bruch yJ^--{- sich modulis 

M' M'' ... auf einen solchen mit demselben Nenner wie der Bruch -Jf-{. 
^ ^ . V(x)^ 

also nach art. III, § 5, (^.) auf einen Bruch mit dem Nenner Q(x) reduciren 
lassen muss. Die hierfür erforderlichen Beziehungen zwischen den Grössen 
w und w^^ bilden die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Lös- 
barkeit der Congruenzen (1.). • • 

Wenn die Congruenzen (1.) erfüllt sein sollen, muss sich also die 
Reihe ?6'!Jx'"^ + ?riX'"'^+--- (im Sinne der Conginienz fiir das Modulsystem 
{M\ M'\ ...)) durch einen Bruch mit dem Nenner V(x) darstellen lassen. 

Bei Einfllhrung des Zählers dieses Bruches V{x) £ w^x'^^''^ lassen sich 

aber die Bedingungen der Lösbarkeit der Congruenzen (1.) einfach durch 
die Congioienz: 

(4.) V{x)£idlx-'-'^~0 (modd.«(a:), V(x), M\ M', . . .) 



ausdrücken, welche unmittelbar aus der Congruenz (2.) hervorgeht. 

Sind die Bedingungen für die Lösbarkeit der Congruenzen (1.) er- 
füllt, so bestimmen sich vermöge der Relation (3.) die Grössen q^^ durch die 
Congruenz : 

(5.) * E.'^£'(p,a^ ~ R(x)+Q(x)S(x) (modd. ^', M", . . .), 
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wenn darin R{x) diejenige ganze Function (m—iy^^ Grades bedeutet, für 
welche die Differenz: 

• (6) ~V«(i) " öV) ^ ' ' • • *^ 

einer ganzen Function von x congruent ist, und wenn ferner fUr S(x) eine 
beliebige ganze Function des Grades n—m—l genommen wird. Der Aus- 
drack auf der rechten Seite der Congruenz (5.) wird alsdann, da Q(x) vom 
m^^" Grade ist, in der That vom Grade »—1. 

Die in der Congruenz (5.) enthaltene Bestimmung der Grössen y 
lässt sich auch im Anschluss an die Bedingungscongruenz (4.) durch die 
Congioienz: 

(7.) V(x)£icU^'-' = «(x)'TV*^' (modd. V{x), M\ M\ . . .) 

ausdrücken, welche sich unmittelbar aus der Congruenz (2.) ergiebt. 

Die Function S{x) enthält n — m beliebige Coefficienten; es giebt 
daher, falls die Congruenzen (1.) überhaupt Lösungen zulassen, eine (»— »*)- 
fache Mannigfaltigkeit von Grössen ipky welche jenen Congruenzen genügen. 
Dass dies der Fall ist, wenn die Grössen u^l sämmtlich congruent Null 
sind, geht schon aus den allgemeinen Entwickelungen im art. II hervor. 
Die Congruenzen sind dann stets lösbar, und die gesuchten Grössen 
y,„ ^1, ... (fn-i bestimmen sich in ihrer («— »i)-fachen Mannigfaltigkeit: 

als (dem Integritätsbereich [5H', U'\ ... 9l^"-*>] angehörige) Coef- 
ficienten irgend einer das Modulsystem (()(a:), ^', ilf", ...) enthal- 

• tenden ganzen Function («— l)^^-" Grades von x, 
wenn für Q{x) die im art. III, § 1 mit V^'^^(x) bezeichnete Determinante: 

genommen wird, und wenn m den Rang des Coefficienten-Systems der Con- 
gruenzen (1.) in Beziehung auf das Primmodulsystem (^M\ M'\ ...) bedeutet. 
Denn die im art. III § 2 hergeleitete Congruenz W^'*"^~^Xx) ^ besteht 
bei den gemachten Annahmen für das Modulsystem (Af', M'\ ...), und die 

Gleichungen (®.) im art. III, § 1 ergeben dann, dass der Bruch „) ^ sich 

modulis M\ M'\ . . . auf den Bruch -rrt^^-i reducirt, dass also in der That 

die Function V^'^^Qc) ftlr den oben mit Q{x) bezeichneten Nenner genommen 
werden kann. 

Das hier benutzte Resultat, dass die Rangzahl m mit der Gradzahl 
der Function F^'"^(a:) identisch ist, mag an dieser Stelle nochmals hervor- 
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gehoben und unabhängig von der vorstehenden Entwickelung folgender- 

massen formulirt werden. 

„Sind ti\i, z^i, ^^2, ... ganze Grössen eines natürlichen Rationali- 
tätsbereichs, und wird durch die unendliche Reihe 'U\iX~'^+u\x~'^ 
+w.2X^^+'" — im Sinne der Congruenz fUr ein Primmodulsystem 
desselben Bereichs — eine rationale Function von x dargestellt, 
so bezeichnet die Zahl, welche den Rang des Systems: 

IC^^j. (i, t = 0. 1, 2, ... in inf.) 

in Beziehung auf das Modulsystem angiebt, zugleich den niedrig- 
• sten Grad, auf welchen der Nenner der durch die Reihe darge- 
stellten Function reducirt werden kann." 
Es folgt hieraus, dass auch der absolute Rang eines Systems u?,+t 
mit dem Grade des Nenners des durch die Reihe Wo^''^ + u\x''^-\-'u)2X'~^+"' 
wirklich dargestellten (reducirten) Bruches übereinstimmt; denn gemäss der 
Bemerkung am Schlüsse des § 5 kann dies als ein specielleres Resultat 
aufgefasst werden. 

§2. 

Für den einfachen Fall des absoluten Rationalitätsberefchs 91 = 1 
sind ?Am ^m ^2 7 ••• M\^ w?i, ?4', ... y,,, ^1, (p2^ ... ganze Zahlen, und an 
die Stelle des Primmodulsystems tritt ein Primmodul p. Nimmt man nun 
V(x) = o:"— 1, so wird für jede ganze Zahl A; 

und es ist demnach: 

(8.) 2; tv,x-'-' = ^=" , , , 1 ii^ar'-' = -*=-- 



Für die Lösbarkeit der Cong^uenzen: 

(9.) 2! tCh-\-kVk ^ ?^'/! (mod. p) V' = im, . . . >— d 

ist also — gemäss der Bedingung (4.) im § 1 dieses Artikels — nothwendig 
und hinreichend, dass die Congruenz: 

« 

(10.) *^"' M7'>"-*-' = 0- (modd.p, x'-l, '^^~' w^x—'-^) 

erfüllt sei, nnd wenn dies der Fall ist, wird die Bestimmnng der Grössen 

47* 
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(p gemäss § 1 (7.) durch die Congruenz: 

(11.) *^"'w?ya:"-*-' = '^"V*^**^ '^it^'""*"' (modd.p, a:"-l) 

gegeben. 

Im Falle n = p—l ist das Modulsystem der Congruenz (7.) dem 
Systeme (p, (a:— a:iX^'"^2) .••) äquivalent, wenn Xj, x^^ ... die untereinander 
und von Null verschiedenen Wurzeln der Congruenz: 

'Z lo^x^'^"' = (mod. p) 

bedeuten. Die Congruenzbedingung (10.) besagt demnach nichts Anderes, 
als dass die Congruenz: 

Jr^^It'a?""*"' = (mod. ») 

für alle von Null verschiedenen Wurzeln der Congruenz: 

2; iVj,x''-^^ = (mod./?) 

erfüllt sein muss, und dies ist also noth wendig und hinreichend für die 
Lösbarkeit der Congruenzen: 

*=p-2 

^ ^^h+k(Pk ^ ^A (mod. p) ih=i), 1, ... p-i), 

kr:={\ 

m 

in denen iVp_i — it\y, Wj, = u\^ . . . w2p-^= iüp_i zu nehmen ist. 

Im Falle n—p wird das Modulsystem der Congruenz (10.), da 
0?'^— 1 ^ (a:— 1)*" (mod. p) ist, einem Modulsysteme (/?^ (ar— 1)^""*^) äquivalent, 
in welchem der Exponent von a:— 1 höchstens p—l sein kann, weil das 
letzte Element des Modulsystems der Congruenz (10.) nur vom Grade p—l 
ist *). Die Congruenzbedingung (10.) besagt hiernach, dass 

k=rp—l 

die Function 2! i^U.a:''""*"^^ morftito p ' durch die höchste Potenz von 

krrit 

k=p—\ 

x—1 theilbar sein muss, welche in der Function 2 ivj.x^^'^^ als 

Divisor modulo p enthalten ist, 
und dies ist also nothwendig und hinreichend filr die Lösbarkeit der Con- 
gruenzen : 



*) Es wird hierbei natürlich vorausgesetzt, dass nicht alle Grössen w congruent 
Null sind. 
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JS 'f^h+kVk ^ ^Ä (mod. p) (* - ". ». •• p-i), 

in denen w^ = i^y, ti;^^! = i(;i, ... ^^2p-2 = ^p-2 ist. 

Nimmt man alle p Zahlen w^^ gleich Eins, so wird: 

ib=p — 1 

j; w'lx^'^'=:(x-l)^' (mod.p), 
und die Bedingungen der Lösbarkeit der Congruenzen: 

k=p—l 

(12.) H Wf,^t(Pk=l (mod.p) 

sind daher für jedes beliebige System von Zahlen i^;,,, i^,, ... tVp_y^ erfüllt, 
falls nur nicht alle durch p theilbar sind. Die allgemeinsten Werthe von 
y„, 9?i, ... q)p^i werden hier, gemäss den im § 1 gegebenen Vorschriften, 
in einfacher Weise durch die Congruenz: 

(13.) i <p»ar* = r(a;-l)"-' (moM. p, (x-l)") 

definirt, und die Zahlen m und r sind dabei durch die Congruenzen: 

k=p—\ 

(14.) 2; iOtx'^^-'==(x-iy-'yj(x), rv/(l)=l (mod.p) 

Jb=0 

k=p—l 

bestimmt, welche (x—l)^"" als die höchste in j; w^x^^^ (modulop) ent- 
haltene Potenz von x—l charakterisiren. 

Dass die so definirten Grössen (p in der That den Congruenzen (12.) 
genügen, zeigt sich unmittelbar, wenn man die beiden Congruenzen (13.) 
und (14.) mit einander multiplicirt. Dann kommt nämlich: 

'"z\v,xP-''-'^'S\f,x^ = rip(x)(x-iy-' (modd. p, (x-iy), 

und da: 
ryf(x^==l (modd.p, x— 1), (x'-iy"^^l + x+x:^+"'+af-^ (mod.p), 
2Wf,x^^~^£(PkX^ ^ 2: w^^f^ifkX^"^''^ (mod. af^~l) (a, a=«), l ... p-o 

A: A H^K 

ist, so resultirt die Congruenz: 

2^^h^-kVk^'^^~^ ^^^^"^'^ (modd.p, x^ — l) (Ä, * = «', 1, ...p-i), 

aus welcher die p Congruenzen (12.) offenbar folgen. 

Die Lösbarkeit der Congruenzen (12.) brauchte ich als Lemma für 
Sätze aus der Theorie der algebraischen Gleichungen, welche ich in meinen 
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Öffentlichen Universitätsvorlesungen in diesem Wintersemester entwickelt 
habe. Ich habe dabei zwei verschiedene, jedoch etwas complicirte Beweise 
für das Lemma gegeben. Aber H6rr Runge, welcher den Vorlesungen 
beiwohnte, hat dann einen einfächei'en Beweis gefunden, und mir eine Mit- 
theilung darüber gemacht, welche mich auf die obige Beweismethode und 
auch auf die Behandlung des allgemeineren Problems in § 1 dieses Artikels 
geführt hat. 

§3. 

Nimmt man für die Grössen tv^l in den Congruenzen (1.) des § l 

dieses Artikels die Grössen ita^,,^ so wird diesen Congruenzen offenbar durch 

die Werthe: 

(fi-^—Vt (modd. 3f' , M'\ . . .) (*=n. i, ... «-d 

genügt, da die Grössen <? und w durch die Relationen: 

*— «— 1 
(15.) fv,^^+ £ t?*rr;i+i = 0=0,1,2. ...) 

mit einander verbunden sind. Es sind dies aber nur dann die einzigen ge- 
nügenden Werthe der Grössen cpi,, wenn der Rang des Systems: 

f£Jj. . ^. (1, * = <>. 1. 2, ... in inf.) 

in Beziehung auf das Modulsystem (M\ M", ...) genau gleich n ist Für 
die hier angenommenen Werthe der Grössen tr" wird nämlich: 

fß\x) _ gs(x) '--' 

kr-H-l 

und wenn man hierin j:" durch VCx)-- Z f?A a^ ersetzt, so bestimmt sich ver- 

Jt^n-l 

möge der Congruenz (5.) des § 1 die Function £ if^x^ als der Rest der 
Division von: 

* =n-l 

durch P(x), unter HinzufUgung eines Ausdrucks Q(x)S(x)j in welchem S(x) 
eine beliebige ganze Function des Grades w— m—l bedeutet. Nur dann also, 
wenn die Zahl iw, welche den Rang des Systems tr,^* bezeichnet, genau 
gleich n ist, werden die Grössen (p^ durch die Congruenz: 

kr=H — l k—H-l 

Z (pk^^ = — Z f^k^^ (modd. M\ M'\ . . .) 

k=y\ k n 

vollständig bestimmt. 



X — Z ^k^ 
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Nach den im § 1 gemachten Voraussetzungen ist V(x) eine ganze 
Grösse des Bereichs (a;, 9i', 91", . • • 9^^""^^)- Ist nun diese Grösse V(^x) irre- 
ductibel, so kann sie keinen Factor niedrigeren Grades Q(^x) haben, und 
zwar auch nicht im Sinne der Congruenz für das Modulsystem (M\M'\...\ 
wenn die Irreductibilität von V(x) in demselben Sinne vorausgesetzt wird. 
Der 'Rang des Systems ir,^.;t in Beziehung auf das Modulsystem (M\M'\...) 
kann dann also niemals kleiner als n sein, welche Grössen des Bereichs 

(91', iW, . • • 9l'""^0 ^^^ ^^^^ ^^^ die Grössen ö nehmen mag. An Stelle 
der Grössen ö kann man aber auch, wie schon im art. III, § 3 (S. 352) 
erwähnt worden, die ersten n Grössen tv beliebig annehmen. 
Die Irreductibilität einer ganzen Function von x: 

in Beziehung auf ein Modulsystem (Af' , Af ", . . .), lässt sich hiernach dadurch 
charakterisiren, dass der Rang des Systems: 

stets gleich n ist, wenn für w,,, iti, ... tv^^i beliebige ganze Grössen des- 
selben Bereichs (9i', 9i", ... 9i^"""*^) genommen werden, dem die Coefficienten 
«?u, t?i, ... <?^_i angehören, und wenn ferner die Grössen w^, ir,^.i, . . . «?2„_2 
mittels der Relationen (15.) aus den ersten n Grössen w und den Grössen 
t? bestimmt werden. 
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